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Vorwort

Dieses Skript basiert auf einer friiheren Fassung der Vorlesung von Prof. Dr. G. Malle [Mal12]. Der
generelle Schreibstil dieses Skriptes ist bewusst knapp gehalten, da es schon viele Skripte fiir diese
Vorlesung zur Verfiigung gestellt werden. Siehe z. B.:

[Gat11] Andreas Gathmann, Einfihrung in die Algebra, Vorlesungsskript, WS 2010/11, TU Kaiserslautern.
[Mar15] Thomas Markwig, Einfiihrung in die Algebra, Vorlesungsskript, WS 2014/15, TU Kaiserslautern.
[PS10] Gehrard Pfister und Stefan Seidel, Einfiihrung in die Algebra, Vorlesungsskript, WS 2009/10, TU Katserslautern.

Fir Fernstudierende empfehle ich insbesondere, das Lesen von [Gat11] als Komplement. Weitere
Literatur, die fiir die Vorbereitung dieses Skriptes benutzt wurde, ist die folgende:

[Bos06] Siegfried Bosch, Algebra, 6th ed., Springer-Lehrbuch, Springer, Berlin, 2006.

[Bou70] Nicolas Bourbaki, Eléments de mathématique. Algébre. Chapitres 1 & 3, Hermann, Paris, 1970.

[Gec14a] Meinolf Geck, Algebra: Gruppen, Ringe, Kérper, edition delkhofen, 2014.

[Gec14b] Meinolf Geck, On the characterization of Galois extensions. Amer. Math. Monthly 121 (2014), no. 7, 637-639.
[Lan84] Serge Lang, Algebra, second ed., Addison-Wesley Publishing Company (A.B.P.), Reading, MA,1984.

[Mal12] Gunter Malle, Einfiihrung in die Algebra, Vorlesungsskript WS 2011/12, TU Kaiserslautern.

Ich mochte den Leser aufmerksam machen, dass der Teil iiber Kérper und Galoistheorie anders als
im [Gat11, Mal12, Mar15, PS10] gelesen wurde. Er folgt [Gec14] und dies ergibt den relativ kurzen
Zugang zum Hauptsatz der Galoistheorie, basierend auf [Gec14b], welcher Artikel eine Verkiirzung
der Charakterisierung der Galois-Erweiterungen prasentiert.

Ich danke G. Malle fiir die Verfiigbarkeit seines Skriptes und Pablo Luka fiir das Lesen dieser Fassung
des Skriptes. Ich danke auch Benjamin Sambale und den Studierenden, die verschiedene Arten von
Druckfehler gemeldet haben. Diese wurden mit der Farbe Cyan korrigiert. Weitere Kommentare und
Korrekturen sind auch herzlich willkommen!
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TEIL I: GRUPPEN

1 Der Homomorphiesatz (x)

1.1 Gruppen, Untergruppen und Normalteiler (x)

In diesem Abschnitt fangen wir mit Erinnerungen von Begriffen und Beispielen aus der Vorlesung
Algebraische Strukturen an.

Definition 1.1 (Gruppe)

Eine nicht-leere Menge G zusammen mit einer Verkniipfung

x: GxG — G
(a, b) — axb,

heikt Gruppe, falls gelten:

(G1) Assoziativitit: (a *b)xc=ax(b*xc) VYa,b,ce CG.

(G2) Existenz eines neutralen Elementes: Es existiert eine € G mitexa=a=axe Vae G
(G3) Existenz inverser Elemente: Zu jedem a € G gibtes ein @’ € G mit axa’ =e =a’ xa.

Gilt zudem fiir alle a,b € G: a x b = b * a (Kommutativitit), so heilt G eine abelsche oder
kommutative Gruppe.

Notation: Wir schreiben eine solche Gruppe als (G, ), oder einfach als G, wenn die betrachte Ver-
kniipfung aus dem Kontext klar ist.

Meistens schreiben wir die Verkniipfung als a - b oder einfach ab. Das neutrale Element wird dann
auch mit 1¢ (oder einfach 1) bezeichnet, sowie das inverse Element mit a~'. Falls die Gruppe abelsch
ist, wird die Verkniipfung auch oft als Addition a + b geschrieben, das neutrale Element mit O be-
zeichnet und das inverse Element mit —a.

Definition 1.2 (Untergruppe)

Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G heiBt eine Untergruppe von G (in Zeichen: U < G),
wenn gelten:

1c € U, a-be U und alteu VYa,b e U.
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Beispiel 1

(a)
(b)
(c)
(d)

(Z,+),(Q, +), (R, +), (C,+), (@\ {0}, ), (R\ {0},-), (C\ {0}, ) sind abelsche Gruppen.
Fir n € Nist (Z/nZ,+) =: Z, eine abelsche Gruppe, die zyklische Gruppe der Ordnung n.
Ein Vektorraum V iiber einem Kérper K ist zundchst eine Gruppe (V, +).

Sei X # @ eine Menge und Sy := {m : X — X|  bijektive Abbildung}. Dann ist Sx eine
Gruppe mit Hintereinanderausfiihrung o von Abbildungen als Verkniipfung. Diese Gruppe
heilt die Symmetrische Gruppe auf X. (Neutrales Element: idy, die identische Abbildung.
Inverses Element: 771, die Umkehrabbildung von .

Far X == {1,..., n}, heiBt S, := Sy ., die Symmetrische Gruppe vom Grad n. Die
alternierende Gruppe A, der geraden Permutationen ist eine Untergruppe von S,,.

Sei K ein Korper und n > 1, dann bildet
GLA(K) = {A € My(K)| det(A) # 0}
die allgemeine lineare Gruppe iiber K. Dann ist
SL,(K) = {A € GL,(K) | det(A) =1}
eine Untergruppe von GL,(K), die spezielle lineare Gruppe. (Nicht abelsch im allgemeinen!)

Die Symmetriegruppe des requldren ebenen n-Ecks bildet eine Gruppe, die sogenannte
Diedergruppe der Ordnung 2n:

Dy, =<01T|0n = T2=1'TUT=U_1>'

wobei o eine Drehung um 27” ist und T die Spiegelung an einer Symmetrieachse des n-Ecks
ist. (Nicht abelsch im allgemeinen!)

Wir beschreiben jetzt verschiedene wichtige Untergruppen.

Definition 1.3 (die von einer Teilmenge erzeugte Untergruppe)

Sei (G, -) eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann heikt

My= () U

McCU<LG

die von M erzeugte Untergruppe.

Anmerkung 1.4 (Ordnung eines Element)

Fir M = {g} C G gilt (M) = (g) = {g™|m € Z}. Dies ist die von g erzeugte zyklische
Untergruppe von G. Ist |(g)| = n, also ¢" = 1und (g) = {1,9,4°%, ..., g" '}, so heiBt o(g) := |(g)]
die Ordnung des Elementes g.
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Definition 1.5 (Normalteiler, einfache Gruppe)

(@) Eine Untergruppe N < G heit Normalteiler von G (in Zeichen N < G) genau dann, wenn
fiir alle g € G gilt gNg~" = N.

(b) Die Gruppe G heiRt einfache Gruppe genau dann, wenn G # {1} ist und {1}, G die einzigen
Normalteiler von G sind.

Definition 1.6 (Zentrum, Kommutator, Kommutatoruntergruppe)

Sei (G, ) eine Gruppe. Dann:
(@) Z(G):={g € G|gh = hgVh € G} heilt Zentrum von G.
(b) Fiir g, h € G, heiRt [g, h] := ghg="h~" der Kommutator von g und h.

(c) G':={([g, h]|g, h € G) heikt Kommutatoruntergruppe von G.

Beispiel 2

(@) A, S, da

sgn(oto ") = sgn(o)sgn(t)sgn(o) = sgn(t) =1 Yo e S, VT eA,.

(b) SL,(K) < GLs(K), da
det(ABA™") = det(A) det(B) det(A)~" = det(B) = 1
VA e GL,(K), ¥ B € SL,(K).

(c) G abelsche Gruppe = jede Untergruppe U < G ist ein Normalteiler, da gUg™" =
gg-'U=1U=UVYg € G.
Ferner gelten dann auch Z(G) = G und G' = {15}.

(d) G=S, (n>3)=> Z(G)= {1} und G’ = A,.
(e) G=As = Z(G) = {1} und G’ = {(), (1 2)(34), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} =: V4.

1.2 Faktorgruppen (x)

Erinnerung: Fiir eine Gruppe G, H < G und g € G heift gH := {gh|h € H} Linksnebenklasse
(LNK) von H in G. Die Anzahl der LNK von H in G heiBt Index von H in G (in Zeichen |G : H|).
Falls N < G ein Normalteiler ist, schreiben wir G/N := {gN|g € G} fiir die Menge der Linksne-
benklassen.

Satz 1.7 (Indexmultiplikationssatz)

Sei (G, ) eine Gruppe und seien V < U < G Untergruppen. Dann gilt:
|G:V|=|G:U|-|U:V|
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Beweis: Seien {g;|i € I} ein Vertretersystem der LNK von U in G und {h;|j € J} eines der LNK von V

in U. Dann:
G=|]gU und U=]||nV, alsoG=|][|gihV
icl jel i€l jel
Daraus folgt, dass {gih;|i € I, j € J} ein Vertretersystem der LNK von V in G ist. ]

Folgerung 1.8 (Satz von Lagrange)

Sei (G, ) eine endliche Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann qilt |G| = |G : U] - |U
insbesondere teilt |U| die Gruppenordnung |G|.

’

Beweis: Wahle V = {1} im Indexmultiplikationssatz: dies liefert
|G {1} =G U [U:{1}].

Aber jede LNK von {1} in G, bzw. in U, ist einelementig, so dass |G : {1}| = |G| und |U : {1}| = |U|.
Die Aussage folgt.

Beispiel 3

Sei G eine Gruppe mit |G| = p eine Primzahl. Sei U < G eine Untergruppe. Der Satz von
Lagrange liefert |U| =1 oder |U| = p, d.h. U = {1} oder U = G, somit ist G einfach.

Folgerung 1.9 (Kleiner Fermat der Gruppentheorie)

Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt gl¢ =1 fiir alle g € G.

Beweis: Siehe AGS. [ |

Bemerkung 1.10

Seien G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler. Dann ist G/N mit der Verkniipfung

G/IN x GIN — GJIN
(GN,hN)  — gN-hN:= ghN,

eine Gruppe mit |G/N| = |G : N|. Wir nennen G/N die Faktorgruppe von G nach N.

Beweis: Siehe AGS. [ |

Beispiel 4

(@) Fiir G=S,, N=A, ist S,/A, = 7, = Z2Z.

(b) Fir G = GL,(K) ist Z(G) = {a - I,|a € K*} < G und G/Z(G) =: PGL,(K) heiRt die
projektive lineare Gruppe.

Definition 1.11 (Gruppenhomomorphismus, Kern, Bild)

Seien (G, -) und (H, *) Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heit (Gruppen)-Homomorphismus,
wenn ¢(g1 - g2) = ¢(g1) * ¢(g2) fir alle g1, g2 € G.

- Ein Homomorphismus ¢ : G — G heilt Endomorphismus, ein bijektiver Homomorphismus
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heilt Isomorphismus, ein bijektiver Endomorphismus heit Automorphismus. Die Menge
Aut(G) := {¢ : G — G| ¢ Automorphismus} heikt Automorphismengruppe von G.

- Der Kern von ¢ ist die Untergruppe ker(¢) := {g € G|¢(g) = 14} < G. Das Bild von ¢
ist die Untergruppe ¢(G) := {¢(g)|g € G} < H.

Beispiel 5

(@) det: GL,(K) — K*, A det(A) ist ein Homomorphismus mit ker(det) = SL,(K).

(b) sgn: S, — {£1}, 0 — sgn(o) ist ein Homomorphismus mit ker(sgn) = A,. (Der Signum-
Homomorphismus)

(c) Sei G eine Gruppe. Fiir g € G definiert

Cq: G — G
X = -1

gxg

einen Automorphismus von G (siehe Blatt 1). Wir nennen Inn(G) := {cy| g € G} C Aut(G)
die Gruppe der inneren Automorphismen von G.

Bemerkung 1.12

Sei G eine Gruppe. Dann ist Aut(G) eine Gruppe und Inn(G) ein Normalteiler von Aut(G).

Beweis: Ubung 4, Blatt 1. [ |

Satz 1.13 (Homomorphiesatz)

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus
@ : Gl/ker(¢) — H mit ¢ = @ o, wobei 1 : G — G/ker(g), g — gker(p) der kanonische
Homomorphismus ist. Es gelten @(G/ ker(¢)) = ¢@(G) und @ is injektiv. Insbesondere

G/ ker(p) = ¢(G).

Beweis: Siehe AGS. [ |

Satz 1.14 (2. Isomorphiesatz)

Sei G eine Gruppe, N < G, H < G. Dann ist HN eine Untergruppe von G, HN'N ein Normalteiler
von H, und es gilt

HNIN Z H/(H N N).

Beweis: Siehe AGS. (2016: Ubungsblatt 9, SS 2016) ]
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2 Operationen von Gruppen auf Mengen

Ziel: Die Struktur der Gruppen und Mengen, wie z. B. geometrische Objekte, besser verstehen!

Sei stets G eine Gruppe. Wir schreiben von nun an die Multiplikation in G als ab fir a,b € G,
anstelle von a x b oder a - b.

2.1 Definitionen und Beispiele

Definition 1.15 (Gruppenoperation)

Sei X eine nicht-leere Menge. Eine Gruppenoperation (oder Operation) von G auf X ist eine
Abbildung

GxX — X
(g.x) — gux,

mit folgenden Eigenschaften:
(GM1) 1gx=x VYx€eX;
(GM2) (gh).x =g.(h.x) Vg,he GundVx e X.

Wir sagen auch, dass G auf X operiert, oder dass X eine GG-Menge ist.

Bemerkung 1.16

Die Gruppenoperationen von G auf X (d.h. die G-Mengen X) entsprechen genau den Gruppen-
Homomorphismen £ : G — Sy.

Beweis:

‘=" Sei X eine G-Menge. Definiere dann £ : G — Sy, g = I(g) =: g4, wobei g5 : X — X,
x > 0y(x) := g.x. (£ wohldefiniert: Ubung.)
Die Abbildung X ist ein Homomorphismus, da V g,h € Gund ¥V x € X,

(GM2)

2(gh)(x) = ggn(x) = (gh).x =" g.(h.x) = aq(h.x) = 0y(0n(x)) = 0 © an(x) = (Z(g) o Z(h))(x)
so dass L(gh) = L(g) o Z(h).
<" Ist umgekehrt ¥ : G — Sx ein Gruppenhomomorphismus, dann ist die Abbildung

GxX — X
(g.x) = gx:=Z(g)x),
eine Gruppenoperation, dennV x € X,V g, h € G,

Tex=Z(1¢)(x) = ldx(x) =x und

(gh).x = Z(gh)(x) = Z(g) o 2(h)(x) = Z(g)(Z(h)(x)) = g.(h.x),
so dass (GM1) und (GM2) gelten. u
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Definition 1.17 (Bahn, Stabilisator, treue/transitive Operation)

Sei X eine G-Menge und x € X fest. Dann ist
(i) Ox:={g.x|g € G} C X die Bahn von x, und
(it) Gy := Stabg(x) :={g € G|g.x = x} der Stabilisator von x in G.

Die Operation von G auf X ist transitiv, falls X = O, fiir ein (also alle) x € X (d.h. es gibt nur
eine Bahn); und die Operation von G auf X ist treu, falls (), oy Gy = {1}.

Anmerkung 1.18

Eine G-Menge X ist treu genau dann, wenn die zugehorige Permutationsdarstellung £ : G — Sy
injektiv ist.

Bemerkung 1.19

Sei X eine G-Menge und x € X. Dann ist G, eine Untergruppe von G.

A . (GM1)
Beweis: (i) 1g.x = x = 1¢ € G,.

(i) g.he€ G = (gh)x = g.(hx) = g.x = x, also gh € Gy.
(GM1) 9 (GM2) 1 -1
(i) ge Gy = x=1cx=(9g 'g)x = g '.(g.x) =g '.x,also g' € G,. |

Hier ist das erste Beispiel von Informationen iiber Gruppen, die man durch eine Gruppenoperation
bekommt:

Satz 1.20 (Satz von Cayley)

Jede Gruppe G besitzt eine injektive Permutationsdarstellung. Insbesondere ist G eine endliche
Gruppe, dann existiert ein n € Nmit G < S,,.

Beweis: Die Verkniipfung - : G x G — G, (g, h) — g - h definiert eine Operation von G auf X = G selbst.
Esqilt Gi ={ge G|g-1=1} ={1}, so dass

(NG=Gn () G={1}n () G={1},
xeX T#xeX 1#£xeX

also ist die Operation treu. Nach Anmerkung 1.18 ist dann die zugehdrige Permutationsdarstellung
r: G — S¢ injektiv.

Ist nun G eine endliche Gruppe, so ist G isomorph zu £(G) nach dem Homomorphiesatz. Auf diese Weise
sehen wir G = Z(G) als eine Untergruppe von Sg. Setze n := |G|. ]

Wir wollen nun einige wichtige Beispiele fiir Operationen kennen lernen.

Beispiel 6
Siehe Beamer_Woche_2.pdf.

(@) Operation von G auf X = G selbst durch Linksmultiplikation.

(b) Operation von G auf X = G selbst durch Konjugation.
Firx e X = G:
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- heiBt der Stabilisator Gy = {g € G|gxg™' = x} = {g € G|gx = xg} =: Cg(x)
Zentralisator von x in G.

- heiBt die Bahn O, = {gxg~"| g € G} =: [x| Konjugiertenklasse von x in G.
(c) Operation von G auf X = {LNK von U in G}, wobei U < G.

(d) Operation von G auf X = {U < G} durch Konjugation.
Fir Ue X

- heiBt der Stabilisator Gy = {g € G|gUg~" = U} =: Ng(U) Normalisator von U
in G.
(Anmerkung: U <4 G & Ng(U) = G)

- heiRt die Bahn O = {gUg ' |g € G} =:[U] Konjugiertenklasse von U in G.

(e) Operation von G = Z/4Z auf dem requldren Oktaeder.

2.2 Die Bahnbilanzgleichung

Satz 1.21 (Bahnbilanzgleichung)
Sei X eine G-Menge und x € X fest. Dann gelten:

(a) Die Abbildung

e: Oy — {LNK von Gy in G}
gx +— gGy

ist wohl-definiert und bijektiv.
(b) |O«| =G : Gyl

(c) Je zwei Bahnen sind entweder gleich oder disjunkt. Ist X/ ~ ein Vertretersystem der Bahnen
von G auf X, so gilt
x=|] o..

xeX|~

X|= Y [od= Y IG:Gl.

xEX [~ XEX [~

Insbesondere ist

Beweis:

(a) Ist g.x = h.x fiir g,h € G, so gilt (g7"h).x = g7 ".(h.x) = g7 "'.(g.x) = 1.x = x also g~'h € G,
und damit hG, = gG,. Dies zeigt, dass p, wohl-definiert ist.
Die Surjektivitat von i, ist klar nach Definition. SchlieRlich ist gG, = hG,, so gilt g‘1h e Gy
also g.x = g.((g~"h).x) = (gg~"h.x) = h.x; damit ist y, auch injektiv.

(b) folgt direkt aus (a), da |[{LNK von G, in G}| = |G : G4l

(c) Fir x,y € X, schreiben wir x ~ y, falls es ein g € G mit y = g.x existiert. Dies definiert eine
Relation auf X. Wir zeigen erst, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist:
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Wegen 1.x = x, ist ~ reflexiv.

Ist x ~ y,also 3g € Gmity =g.x,sogqilt g7,y =g~
y ~ x; damit ist ~ symmetrisch.

Seien nun x ~ yund y ~ z,also 3 g,h € G mit y = gxund z = h.y. Dann ist z = h.y =
h.(g.x) = (hg).x, also x ~ z und damit ist ~ transitiv.

Es folgt, dass die Bahnen mit den Aquivalenzklassen von ~ iibereinstimmen, also je zwei Bahnen
entweder gleich oder disjunkt sind. Insbesondere ist

T(g.x) = (g7 g).x = 1.x = x, also

und die Gleichung [X| =} v/ |Ox| =3 _,cx,. |G : G| folgt aus (b). u

Wir betrachten jetzt wichtige Folgerungen der Bahnbilanzgleichung fiir das Studium von Gruppen.

Folgerung 1.22

Sei G eine Gruppe. Dann gelten:
(@) |lg]l = |G : Cg(g)| fir alle g € G.

(b) [G] = 2 geqi~ 9]l = 2geq/~ |G = Calg)|, wobet g iiber ein Vertretersystem G/ ~ der
Bahnen von G unter der Konjugationsoperation lauft.

Beweis: Dies ist Satz 1.21 fiir die Konjugationsoperation von G auf G. (Siehe Beispiel 6(b).) ]

Definition 1.23 (p-Gruppe)

Eine endliche Gruppe G mit |G| = p" fiir eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl n € Ny heift
p-Gruppe.

Satz 1.24
Seien p eine Primzahl und G eine nicht-triviale p-Gruppe. Dann ist Z(G) > {1}.

Beweis: Nach Definitionen
xeZG)e gx=xgVge G@[x]:{gxg*wge G={x} e |x]|=1.

Nach Folgerung 1.22(a) ist dann in diesem Fall |G : Cg(x)| =1, also G = Cg(x).
Nach Folgerung 1.22(b) ist

IGl= > |G:Ca¥)|=1Z(G)+ > 1G: Calx)-

x€G/~ xeG/~
x¢Z(G)
Der zweite Summand ist nach dem Satz von Lagrange durch p teilbar, also

p|1ZG =Gl - ) |G: Calx)|

xeGl~
x&Z(G)

und damit ist |Z(G)| > p > 1. Insbesondere ist Z(G) > {1}. |
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Folgerung 1.25

Seien p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe mit |G| = p?. Dann ist G eine abelsche
Gruppe.
Beweis: [Aufgabe 5, Blatt 2]. |

2.3 Die Sylowsatze

In diesem Abschnitt ist G stets eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

Definition 1.26 (p-Untergruppe, p-Sylow-Untergruppe)

Sei |G| =p“m mita >0 und p{m.
(i) Eine Untergruppe U < G heiRt p-Untergruppe, wenn |U| = p* fiir ein k € Ny (also k < a).

(i) Eine Untergruppe P < G heit p-Sylow-Untergruppe, wenn |P| = p? gilt. Es seil Syl,(G)
die Menge aller p-Sylow-Untergruppen von G und n, := |Sglp(G)|.

Beispiel 7

Sei G = A4 die alternierende Gruppe vom Grad 4. Dann ist |G| = 22 - 3. Es gilt
P:={().(12)34).(13)(24).(14)(23)} =VseSy,(As) und Q:={((123)) € Syl3(As).

Denn: P hat Ordnung 4 und Q hat Ordnung 3, also ist Q eine zyklische Gruppe der Ordnung 3.

Anmerkung 1.27

Beachte, dass es nicht zu jedem Teiler d von G eine Untergruppe U < G mit |U| = d gibt.
Zum Beispiel hat A4 keine Untergruppe der Ordnung 6. (Wurde in der AGS-Vorlesung gesehen.)

Lemma 1.28

Sei H < G eine Untergruppe. Ist P € Syl,(G), so existiert es ein g € G mit gPg~'nH ¢ Syl,(H).
Insbesondere gilt: Syl,(G) # 8 = Syl,(H) # 0.

Beweis: Die Gruppe H operiert auf X = {LNK von P in G} durch Linksmultiplikation wie im Beispiel 6(c):

Hx X — X
(h,gP) +—  h.gP=hgP
Sei
X=0,U...U0, (reN)

die Zerlegung in H-Bahnen gegeben durch Satz 1.21(c) (Bahnbilanzgleichung). Dies ist eine endliche
disjunkte Vereinigung, da G und somit auch X endlich ist.

Weil P eine p-Sylow-Untergruppe ist, nach Definition p t |X| = |G : P|, also muss esein 1 < i< r
mit p 1|O;| geben. Sei g; € G ein Vertreter der Bahn O;, d.h. x; :== g;P € O; = O,,. Dann ist

Hy = Staby(g:P) = {h € H| hg;P = g;P}
={heH|g; hgi € P}
={heHlheqgPg;'}
= g,-ng1 NH.
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Nun ist nach der Bahnbilanzgleichung (Satz 1.21(b)) |H : H,,| = |O;| und dies ist nicht durch p teilbar,
also ist die Untergruppe H,, eine p-Sylow-Untergruppe von H (da |g:Pg; '| = |P]).

Lemma 1.29 (Satz von Cauchy)

Sei p ein Teiler von |G|. Dann enthalt G ein Element der Ordnung p.

Beweis: Sei X :={(g1,....9,) € Gx---x G|g1---g, = 1¢}. Es gilt |[X| = |G|]P7", da zu vorgegebenen
g1,...,gp—1 das letzte Element g, eindeutig festgelegt ist. Sei 0 := (1 2 ... p) € S, und setze
S :={0) die von o erzeugte zyklische Gruppe. Dann operiert S auf X durch

0.(91,---.9p) == (go1)s - - - Gaip) = (92, Gp, 1)

denn

g1 9p=16= 929,91 = g7 (9192 9p)g1 = g7 16 g1 = 1c.
Betrachte dann die Bahnen von dieser Operation: offensichtlich liegt (g1,...,g,) € X in einer Bahn
der Lange 1 genau dann, wenn g1 = ... = g,. Alle anderen Bahnen haben Lange p. Nach Satz 1.21(c),
ist X = Xo U Xy, wobei Xo = {(g1,....9p)|g1 = ... = gp} und X; die Vereinigung der Bahnen der

Lange p ist. Aber dann |Xo| = |X| — |Xi| = |G|P~" — |X4], so dass p | |Xo|, da p | | Xi| und p | |G|. Aber
|Xo| > 1 da (1g,....1¢) € Xo = |Xo| > p, und damit gibt es ein g € G\ {15} mit g# = 1.

Satz 1.30 (Sylowsditze)
Sei G eine endliche Gruppe mit |G| = p?m, wobei a > 0 und p { m.

(a) [1. Sylowsatz] Es existiert eine Untergruppe P < G mit |P| = p°.

(b) [2. Sylowsatz] Sind P, Q € Syl,,(G), so gibt es ein g € G mit Q = gPg~.
[In Worten: je zwei p-Sylow-Untergruppen sind in G zueinander konjugiert.]

(c) [3. Sylowsatz] Es gelten n,(G) =1 (mod p) und n,(G) | m.

Beweis:

(a) Induktion nach |G|. Klar fir |G| = 1 und auch fiir |G| = p? - m > 1 mit @ = 0: wahle P = {15}.
Sei nun |G| > 1 und a > 1. Nach Folgerung 1.22 ist

Gl= ) lgll= ) 1G:Calg)l,

gel/~ geG/~

wobel g Uber ein Vertretersystem G/ ~ der Bahnen von G unter der Konjugationsoperation lauft.

1. Fall: p £ [Z(G)] = Fg € G\ Z(G) mit p { |G : C(g)|, also p®[|Ce(g)| und [Co(g)] < |G
Per Induktion existiert eine Untergruppe P < Cg(g) mit |P| = p?. Offensichtlich ist P < G, da
P < Calg) < G.

2. Fall: p | |Z(G)| = nach dem Satz von Cauchy gibt es ein g € Z(G) mit o(g) = p. Setze
N :=(g) = Z,. Wegen g € Z(G), ist N < G.

(Da hANh=" = (hgh="y = (ghh™") = (g) = N fiir alle h € G.)

Nun ist |G/N| = |G|/IN| = %|G| = p°~' . m < |G| = Per Induktion gibt es eine Untergruppe
U < G/N mit |U] = p~'. Sei P := n~'(U) das volle Urbild von P unter dem Restklassenhomo-
morphismus 7 : G — G/N. Dann ist U = P/N, also

[Pl =|U-INI=p""-p=p".

16
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(b)

Wahle H = Q in Lemma 1.28. Dies zeigt, dass es ein g € G mit gPg~' N Q € Syl,(Q) gibt.
Wegen Q € Syl,(G), ist aber Syl,(Q) = {Q}, also gilt
gPg'NnQ=0Q

und damit Q C gPg~". Wegen p? = |Q| = |P| = |gPg~"| folgt Q = gPg~".

Fir P € Syl,(G) und g € G ist auch gPg™" € Syl,(G), da [gPg~"| = |P| = p°. Daraus folgt,
dass die Gruppe G auf der Menge X := Sglp(G) durch Konjugation operiert:

G x Syl,(G) — Syl ()
(g, P) — g.P:=gPg’
(GM1) und (GM2) gelten offensichtlich, da 15.P = 16P(16)"' = PundV P € Syl,(G), Vg, h € G:
g.(h.P) = g.(hPh™") = ghPh~"'g~" = (gh)P(gh)”" = (gh).P

Nach (b) ist diese Operation transitiv, d.h. es gibt genau eine Bahn. Sei P € Syl,(G) fest. Der
Stabilisator von P unter dieser Operation ist

Gp={g € GlgPg™" = P} = Ng(P),

also der Normalisator von P in G. Es folgt dann aus der Bahnbilanzgleichung (Satz 1.21(b)), dass
np =[Syl (G)] = |G : Na(P)] .

Wegen P < Ng(P) < G gilt nach dem Indexmultiplikationssatz, dass

|G : Ng(P)| - INg(P): Pl =|G:P|=m,
also n,(G) | m.
Um n,(G) =1 (mod p) zu zeigen, schranken wir die obige Operation auf P ein:

P x Syl,(G) —  Syl,(G)
(9.0) = g.0:=g0g"

Diese Operation wird im Allgemeinen nicht mehr transitiv sein, also betrachten wir die Zerlegung
in P-Bahnen:
X =5y, (G)=0,u...U0, (reN),

und wir wahlen ein Vertretersystem Py, ..., P, der P-Bahnen mit P, € O; V1 < i < r. O.B.dA
wahlen wir Py = P. Nach der Bahnbilanzgleichung (Satz 1.21(b)) ist V1 <i<r
|Oi| = |P: Np(Py)| = p* fiir ein k; > 0.

Fiiri = 1ist gP1g~' = gPg~! = Pfiiralle g € P, also Oy = {P} und k; = 0. Sei nun i > 2. Wir
zeigen, dass in diesem Fall k; > 1 gilt. Ware auch k; = 0, d.h. O; = {P;}, so folgte gP;g~" = P;
fir alle g € P, also nach Definition P C Np(P;) € Ng(P;). Damit waren P, P; in Syl,(Ng(P;))
enthalten. Nach (b) gabe es ein Element h € Ng(P;) mit P = hP;h~" = P;. Widerspruch zu i > 2.
Also ist k; > 1 und damit p ||O;| fir alle i > 2. Es folgt dann aus der Bahnbilanzgleichung, dass

np=1Syl,(G)| = 01|+ [0i=1+)> 0 (mod p)=1 (mod p).
i=2 i=2

Folgerung 1.31

Sei P € Syl,(G). Dann gilt: P < G « Syl,(G) = {P}.

Beweis:

Nach Satz 1.30(b) (2. Sylowsatz) sind alle Gruppen in Syl,(G) konjugiert zu P. Daraus folgt, dass

1.30(h)

PLG & gPg'=PVge G < Syl (G) ={P}.

17
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2.4 Einfache und Auflésbare Gruppen

Erinnerung: Die Kommutatoruntergruppe einer Gruppe G ist die Untergruppe G’ := ([g, h]| g, h € G).
Es gilt: G abelsch < G" = {15}

Bemerkung 1.32
Sei G eine Gruppe.

’

(a) Ist ¢ : G — H surjektiver Gruppen-Homomorphismus, so gilt ¢(G') = H'.
(b) Es gilt G’ < G und G/’ ist abelsch.
(c) Ist H < G beliebig mit G/H abelsch, so ist G’ C H.

Beweis: (a) Es gilt ¢(G’') C H’, denn fiir alle g1, g2 € G ist

(g1, 92)) = ¢(g19297"93") = @(g1)@(92)p(91) ' 9(92) ™" = [(g1). p(g2)] € H'.
Es gilt auch H" C ¢(G'): Sind hy, h, € H, so gibt es g1, g2 € G mit ¢(g;) = h; fir i =1,2, da ¢
surjektiv ist. Dann zeigt die obige Rechnung, dass [h1, h2] = ¢([(g1, g2]) € ¢(C') gilt.
(b) Sei g € Gund ¢4 : G—> G,x —> gxg~' der zugehérende innere Automorphismus (siehe 5(c)).
Nach (a) ist gG’g~" = ¢4(@) 2 @ fiir alle g € G, also ist G’ < G.

Betrachte nun den Restklassenhomomorphismus 7 : G — G/G’, g — gG’ (surjektiv). Nach (a)
gilt (G/G"Y = n(G') = {1¢/c'}, also ist G/G’ abelsch.

(c) Sei my :+ G — GJ/H, g — gH der Restklassenhomomorphismus beziiglich H. Mit (a) folgt
7y(G) = (G/HY. Aber (G/H) = {1¢/u}, weil G/H abelsch ist. Also ist G’ C ker(my) = H. |

Definition 1.33 (Auflésbare Gruppe)
Sei G eine Gruppe.

- Wir setzen G := G, G') := &, und induktiv G := (G fiir i > 2.

- Die Gruppe G heiRt auflésbar, falls es ein r € N mit GU) = {15} gibt.
[Auf Englisch sagt man soluble (BE) oder solvable (AE).]

Aufgabe 9 (Aufgabe 9, Blatt 3)
Sei G eine Gruppe. Dann gelten:

(@) Ist G auflosbar, dann ist jede Untergruppe H < G auflésbar.

(b) Ist G auflosbar, dann ist jede Faktorgruppe G/N auflosbar, wobei N < G ein beliebiger
Normalteiler ist.

(c) Sei N < G. Genau dann ist G auflésbar, wenn N und G/N auflosbar sind.
['Sandwich-Prinzip’]
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Beispiel 8

(a) G abelsch = G' = {15}, also ist G auflosbar. (r = 1 reicht in diesem Fall.)
(b) |G| = p", d.h. G ist eine endliche p-Gruppe = G auflésbar.

Beweis: Induktion nach |G|.
Ist G abelsch, dann ist G auflosbar nach (a).
Ist G nicht abelsch, dann ist G # Z(G). AuRerdem ist Z(G) # {15} nach Satz 1.24, da G und somit
Z(G) eine p-Gruppe ist. Insgesamt:
{le}£2(G) £ G

Wegen |G/Z(G)| = |G|/|Z(G)] < |G| ist G/Z(G) auflésbar nach Induktion. AuBerdem ist Z(G) eine
abelsche Gruppe, also auflosbar nach (a). Daher ist G auflésbar nach Aufgabe 9(c). ]

Wir untersuchen jetzt hauptsachlich endliche Gruppen und inshesondere den Zusammenhang zwischen
einfachen und auflésbaren Gruppen.

Lemma 1.34

Sei G eine endliche Gruppe. Genau dann ist G einfach und auflésbar, wenn |G| = p eine Primzahl
ist, d.h. wenn G eine zyklische Gruppe der Ordnung p ist.

Beweis: Zunachst ist fiir eine Primzahl p die Gruppe Z, abelsch und damit auflosbar nach Beispiel 8(a).

Sei nun G (beliebig) endlich, einfach und auflosbar. Es gelten:

- G # {15}, da G einfach ist;

- G' # G, da G auflosbar ist.
Weil G einfach ist, folgt jetzt, dass G’ = {1¢} ist, und damit ist G abelsch. Sei g € G\ {1¢} und
o(g) =: m > 1. Sei p eine Primzahl mit p | m, also m = p - b mit b € N. Dann ist o(g”) = p, da
g" =1 und g° # 1. (Siehe Aufgabe 2(b).) Also ist U := (g®) eine Untergruppe mit |U| = p. Weil G
abelsch ist, ist {15} < U < G. Also folgt U = G, da G einfach ist. |

Satz 1.35 (Charakterisierung der endlichen auflésbaren Gruppen)

Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

G ist auflésbar <= es gibt eine Kette von Untergruppen {15} = Gi < G, < ... < G, = G mit:
(l) G[ < Gi+1 und
(i) Git1/Gi = Zp, (zyklisch von Primzahlordnung p;), fir alle 1 < i < n—1.

Beweis:

'=" Induktion nach |G|. Der Fall |G| = 1 ist klar und der Fall |G| = p eine Primzahl ist auch klar
nach Lemma 1.34. Ist G auflésbar mit |G| > 1, so existiert ein r € N mit {15} = GU) = (G
und GU=V # {15}, und daher ist GU=Y abelsch. Nun ist G/GU"~" auflssbar nach Aufgabe 9(b)

und
|GIG Y| < |GI.

Es folgt per Induktion, dass G/G"~" eine Kette von Untergruppen

(11=G <G <...<G,=G/G"
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besitzt, wobei (i) und (ii) gelten. Aber fiir alle 1 < i < n ist G; = G;/G"™Y, wobei G; := 77 (G)
das Urbild von G; unter dem Restklassenhomomorphismus ist. Es gilt

G N"=G <G<...<G, =G,

wobei fiiralle 1< i< n—1G; < Giyq (da G; < Giyq) und

Git11Gi = (G /G NNGIG ) = Gt [Gi = Z,, .

Wir konstruieren jetzt eine Kette von Untergruppen mit Bedingungen (i) und (ii) zwischen {15}
und GU=Y. Sei p eine Primzahl mit p | |G(r D]. Nach dem Satz von Cauchy besitzt G"~" ein
Element g der Ordnung p, also ist G~ > (g) =: Gy zyklisch der Ordnung p. Aber Gy < GU"=),
da GU=" abelsch ist, und |GU"/Gy| = 1|Gr 1)| < |GJ. Also per Induktion hat GU="/G, eine
Kette von Untergruppen

{1}=Hi <H,<...<Hy=G""/Gy

wobel (i) und (it) gelten fiir alle 1 < i < m — 1. Ein dhnliches Argument wie oben liefert eine
Kette von Untergruppen
Go=Hi <H, <...<Hp=G"",

wobei (i) und (ii) gelten fiir alle 1 < i < m — 1. Also ist insgesamt
{16} <G=Hi <H<...<Hp=G""=G<G<...<G, =G

eine Kette von Untergruppen wie gesucht.

Induktion nach n. Die Untergruppe Gy = {15} ist offensichtlich auflésbar. Sei nun n > 1. Per
Induktion konnen wir annehmen, dass die Untergruppe G,_; auflosbar ist. Andererseits ist die
Faktorgruppe G/G,—1 = G,/Gp_1 zyklisch von Primzahlordnung p,—1 nach Voraussetzung, also
auch auflésbar nach Lemma 1.34. Damit ist G auflosbar nach Aufgabe 9(c).

Bemerkung 1.36

(@) Die alternierende Gruppe As ist einfach.

Beweis:

(@) Zu zeigen: As hat keine nichttrivialen Normalteiler.

Die Ordnung von As ist |As| = 60 = 22-3-5. Die Elemente von As sind die geraden Permutationen
in Ss, also vom Zykeltyp 1°,22.1,3.12 und 5. Dies liefert (nachzéhlen!), dass es in As genau

- 24 Elemente der Ordnung 5 gibt (Zykeltyp 5) = ns = 6 (da die 5-Sylow-Untergruppen von
As zyklisch der Ordnung 5 sind).
- 20 Elemente der Ordnung 3 gibt (Zykeltyp 3.12) = n3 = 10 (da die 3-Sylow-Untergruppen
von As zyklisch der Ordnung 3 sind).
- 15 Elemente der Ordnung 2 gibt (Zykeltyp 22.1) = n, = 5.
Sei nun {1¢} # N < As. Ist [N] durch 5 teilbar, dann enthélt N eine 5-Sylow-Untergruppen von
As, also alle sechs 5-Sylow-Untergruppe von As, nach dem 2. Sylowsatz. Also ist |[N| > 1+ 24,

und daher ist 30 | [N|, da 6 = ns | £|N| nach dem 3. Sylowsatz. Also ist [N| € {30,60}. Aber
dann enthalt N auch alle 3-Sylow-Untergruppen, da jede 3-Sylow-Untergruppe von G auch eine

20

(b) Fiir n > 5 sind die symmetrische Gruppe S, und die alternierende Gruppe A, nicht aufldsbar.
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3-Sylow-Untergruppe von N sein muss. Also ist [N| > 1 + 24 + 20 = 44, und damit ist |N| = 60.
d.h. N = As.

Ist [N] durch 3 teilbar, so sieht man mit einem ahnlichen Argument, dass N = As ist.

Also ist |[N| € {2,4}. Falls [N| = 4, dann enthélt N eine 2-Sylow-Untergruppe, also alle 2-
Sylow-Untergruppen da N < As. Also ist [N| > 1+ 15, Widerspruch. Ist schlieBlich |[N| = 2, so
hat N genau ein Element m der Ordnung 2 = m € Z(As). Aber Z(As) = {1}, Widerspruch.
Damit hat As keine nichttrivialen Normalteiler.

134

(b) Nach (a) ist As einfach == As ist nicht auflosbar, da |As| = 60 = 22 -3 - 5 keine Primzahl ist.

Aber A5 < A, < S, fiir alle n > 5. Daher sind A, und S, nicht auflésbar nach Aufgabe 9(a). u

Anmerkung 1.37

Fiir weitere Resultate tiber auflosbare und einfache endliche Gruppen:
siehe Beamer_Woche_4.pdf.

(Hier nur fiir das Allgemeinwissen. Diese Resultate kénnen nicht mit dem Material dieser Vorlesung
bewiesen werden.)




TEIL 1l: RINGE

3 Ringe, Ideale und Homomorphismen (x)

3.1 Ringe, Korper, Integritatsbereiche (x)

Wir fangen mit Erinnerungen von Begriffen und Beispielen aus der Vorlesung AGS an.

Definition 2.1 (Ring)

Eine nicht-leere Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+: RxR — R -+ RxR — R
(a,b) +— a+b, (a,b) +— a-b,

heikt Ring, falls die folgenden Bedingungen gelten.
(R1) (R, —I—) ist eine abelsche Gruppe. (Neutrales Element: Og. Inverses von a € R: —a.)
(R2) (R,-) ist ein Monoid, d.h.:
(i) die Multiplikation - ist assoziativ ((@-b)-c=a-(b-c) Va,b,ceR)
(i) 31 e Rmit1-a=a-1=atiralle a € R (1 ist ein neutrales Element fiir -).
(R3) Distributivitdt von - tiber + : fiir alle a, b, c € G gelten
a-(b+c)=a-b+a-¢c und (a+b)-c=a-c+b-c.

Gilt zudem fiir alle a,b € G: a-b = b - a (Kommutativitit von -), so heikt R ein kommutativer
Ring.

Notation: Wir schreiben einen solchen Ring (R, +, -), oder einfach als R, wenn die betrachteten Ver-
kniipfungen aus dem Kontext klar sind. Wir nennen die Verkniipfung + Addition und die Verkniipfung -
Multiplikation. Meistens schreiben wir die Multiplikation einfach als ab anstelle von a - b.

Definition 2.2 (Einheitengruppe, Schiefkorper, Korper)

Sei R ein Ring.
(a) Die Menge R* :={a € R|1 =a-b = b-afirein b € R} der invertierbaren Elemente

22
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bildet eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (sieche AGS). Diese Gruppe heit Einhei-
tengruppe von R.

(b) Wenn 1 # 0 und R* = R\ {0} qilt, so heikt R Schiefkérper. Ein Kérper ist ein kommutativer
Schiefkarper.

Definition 2.3 (Nullteiler, Integrititsbereich)
Sei R ein Ring.

(a) Ein Element @ € R heiBt Nullteiler, wenn es ein ¢ € R\ {0} gibt mit a-¢ = 0 oder c-a = 0.
Der Ring R heift nullteilerfrei, falls es keine Nullteiler auBer 0 in R gibt.

(b) Der Ring R heikt Integritatsbereich, falls R kommutativ und nullteilerfrei ist.

Beispiel 9

(@) (Z,+,-) ist ein Ring.
Z ist kommutativ und Nullteilerfrei = Z ist ein Integritatsbereich.
Z* = {£1}

(b) K Kérper = K[X] = {f(X) = Y_[_,aiXi|n € Ny, a; € K} ist ein Ring, beziiglich Polyno-
maddition und -multiplikation.
K[X] heiBt Polynomring in einer Unbestimmten iiber K.
K[X] ist kommutativ und nullteilerfret = K[X] ist ein Integritatsbereich.
KIX]* = K* =K\ {0}

() K Korper = M,(K) (n € N) ist ein Ring, beziiglich Matrizenaddition und -multiplikation.
Fir ein n > 2 ist M,(K) nicht kommutativ.
(Mp(K))* = GL,(K) (die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen).
ZB. firn=2:

10 0 0 00 10 00 . .
(00).(0 1):(00):>(00)und(0 1)smdNull‘[eLler.

= M, (K) ist L.A. kein Integritatsbereich.

(d) Z/mZ = {0,1,...,m —1} ist ein kommutativer Ring, beziiglich Restklassenaddition und
-multiplikation.
Z/mZ ist LA. kein Integritatsbereich, denn z.B. im Ring Z/10Z gilt 2-5 = 0.
(2,5 € (Z/10Z)\ {0} sind Nullteiler.)

(e) R=1Zi|]:={a+b-ie Cla,b e Z} CC ist ein Ring, der Ring der ganzen GauBschen
Zahlen. (Siehe Aufgabe , Blatt 3).

(e) Der triviale Ring {0} ist kein Integritatsbereich, da 0 kein Nullteiler in {0} ist!
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3.2 lIdeale (%)

In diesem Abschnitt ist R stets ein kommutativer Ring.

Definition 2.4 (/deal)
Eine Teilmenge / von R heiRt Ideal von R (in Zeichen | < R), falls gelten:

(i) (/,+) ist eine Untergruppe von (R, +); und

(i) a-celVael,VYceR.

Bemerkung 2.5

(a) Seien I,/ < R. Dann sind auch N/, 1+ J < R.
(b) Seien aq,..., a, € R, dann ist

I=a1R+ ...+ a,R:={aiacn+..+ascn|c;€eRVI<i<r} <R

Beweis: Siehe AGS. [ |

Definition 2.6 (Hauptideal, Hauptidealring)

(a) In der Situation von Bemerkung 2.5 heikt {a1, ..., an} ein Erzeugendensystem von /. Wir
schreiben dafiir I = (aq, ..., a,). Wenn n =1 ist, heikt

I =aR = {ac|c € R} = (a)
ein Hauptideal (erzeugt von a).

(b) Ein Integritatsbereich R heikt Hauptidealring (HIR), wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal
ist.

Beispiel 10
(@) Z ist ein Hauptidealring, denn:

- Z ist ein Integritatsbereich nach Beispiel 9(a); und
- jedes Ideal von Z hat die Form mZ = (m) fiir ein m € Z (siehe AGS).
b) Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring (siehe AGS).
g g

Insbesondere: K Korper = der Polynomring K[X]ist ein HIR, da er ein euklidischer Ring ist
(sitehe AGS).

[Erinnerung: Nach Definition ist p € Z\ {—1,0,1} eine Primzahl :<= [p | ab = p | a oder p | b].
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Definition 2.7 (Primideal, maximales Ideal)

Sei [ <« R ein echtes Ideal.

(@) I heit Primideal :<= aus ab € [ folgt @ € / oder b € I.

(b) I heilt maximales Ideal ;<= aus | C / < R folgt / = R.

Bemerkung 2.8
Sei R =Z.

(a) {0} # I <Z Primideal <= | = (p) fiir eine Primzahl p.

(b) {0} # I <Z Primideal = [ maximales Ideal von Z.

Beweis:

(@) '=" 19Z = I m € Z mit | = (m). Behauptung: m ist eine Primzahl.
Aber m | ab mit a,b € Z = ab =mcfireinc €Z = abe | = a €/l oder b €/, da
I ein Primideal ist. Aber | = (m) liefert m | @ oder m | b, also ist m eine Primzahl.

'<" Sei umgekehrt p € Z eine Primzahl. Seien a,b € Z mit ab € (p) = p | ab = p | a oder
plb= a € (p) oder b € (p) = (p) Primideal.

(b) Nach (a) ist I = (p) fiir eine Primzahl p. Set nun a € Z\ (p). Da Z ein HIR ist (Beispiel 10(a)),
gilt (p,a) = (d) fireind € Z = 3 b,ceZ mitp=dbunda=dc alsod|pundd|ac=
d € {£1} (da a € Z\ (p) ist) = (p, a) = (1) = Z, so dass | maximal ist. m

3.3 Faktorringe und Ringhomomorphismen
Sei weiterhin R ein kommutativer Ring.
Erinnerung (AGS): Sei R ein Ring und / < R ein Ideal. Dann definiert a = b :& a — b € | eine
Aquivalenzrelation auf R mit folgenden Eigenschaft:
a1=biundar=by < ay+ar=by+byunday-a,=by-b>.
Bezeichne @ := a + [ die Klasse (oder Restklasse) von @ € R. Dann ist die Menge
Rl '={a+1|ae R}
der Aquivalenzklassen ein Ring, beziiglich der Verkniipfungen

+: RxR — R ¢ RxR — R

(@b) w~— a+b, (@b) +— a-b,
der Faktorring von R nach /.
Ist R kommutativ, so ist natirlich auch R// kommutativ.
Es gelten: 0 ist das neutrale Element fiir die Addition in R// und 1 ist das neutrale Element fiir die
Multiplikation in R/I. -
AuRBerdem ist a € R, dann ist —a = —a, und falls a € R*, so ist @ € (R//)* und @' = a1 gilt.
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Satz 2.9
Sei [« R ein echtes Ideal. Dann gelten:

(@) I ist ein Primideal <= R/I ist ein Integritatsbereich.

(b) I ist ein maximales Ideal <= R// ist ein Korper.

Beweis:

(a) /ist ein Primideal <= V a,b € R qilt [ab € | = a € | oder b € []
& VabeR/lgiltlab=0= a=0 oder b =0]
<= R/l ist ein Integritatsbereich.
(b) Es gilt: /R echtes Ideal <= R/l # {0}. Insbesondere ist 1 # 0, da 1 ¢ / (/ # R). Daraus folgt:
I ist ein maximales Ideal <= V a € R\/ gilt (a) + /=R
— VaeR\lLIceRmitl—cael
e V0+aeR/,ITeR/ImitT—ca=0.
= V0+aecR/l,Ice R/l mitca=1.
& (RII)* = (R/N\{0}
< R/l ist ein Korper. u

Folgerung 2.10
Jedes maximale Ideal von R ist auch ein Primideal von R.

Beweis: Sei /<R ein maximales Ideal. Nach Satz 2.9(b) ist R// ein Korper, also insbesondere ein Integri-
tatsbereich. Nun ist / ein Primideal nach Satz 2.9(a). ]

Achtung: die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch!

Beispiel 11
Sei R = Z. Dann hat jedes Ideal | # {0} von Z die Form | = (m) = mZ fiir ein m € N. (Siehe

AGS.)

Frage: Ist R/l = Z/mZ ein Korper?

Antwort: Nach Satz 2.9(b) ist Z/mZ ein Korper genau dann, wenn (m) ein maximales ldeal ist,
also nach Folgerung 2.10 und Proposition 2.8 genau dann, wenn m eine Primzahl ist, d.h.:

Z|mZ Korper <= m Primzahl

Notation: Fiir p eine Primzahl heift Z/pZ =: F, Kérper mit p Elementen.

Definition 2.11 (Homo-, Endo-, Iso-, Automorphismus, Kern, Bild)

Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heit Ringhomomorphismus (oder Homomor-
phismus), wenn fiir alle a1, a2 € R qilt:

p(ar + a2) = p(a1) + ¢(az), plar-az) = @(ar) - @(a2)  und  @(1g) =15

- Ein Homomorphismus ¢ : R — R heilt Endomorphismus, ein bijektiver Homomorphismus
heiBt Isomorphismus (in Zeichen: R = S), ein bijektiver Endomorphismus heikt Automor-
phismus.
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- Der Kern von ¢ ist ker(¢) := {a € R|¢(a) = 0} C R. Das Bild von ¢ ist ¢(R) :=
{ela)]a e R} C S.

Beispiel 12

Sei R ein Ring und / < R ein Ideal von R. Dann ist der Restklassenhomomorphismus

7. R — R/l
a — a=a+/

ein Ringhomomorphismus. Nach Teil | ist & ein Gruppenhomomorphismus zwischen (R, +) und
(R/1,+). Ferner gilt fir alle a1,a2 € R:

alar-a2) =ay-a; = a1 - a2 = n(aq) - w(az) und x(1)=1=1gy

Es gibt natiirlich auch Isomorphiesatze fiir Ringe. (Beweise: siehe AGS.)

Satz 2.12 (Homomorphiesatz fiir Ringe (1. Isomorphiesatz))

Seien R und S Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gelten:
(@) ker(¢) ist ein Ideal von S und ¢(R) ist ein Teilring von S.

(b) Set m: R — R/ker(¢), a — @ der Restklassenhomomorphismus. Es gibt einen eindeutigen
Ringhomomorphismus @ : R/ker(¢) — S mit ¢ = @ o x. Insbesondere ist das folgende
Diagramm kommutativ:

R/ ker(p)

Es gelten @(R/ker(¢)) = ¢(R) und @ is injektiv. Insbesondere gibt es einen Ringisomorphis-
mus R/ker(¢) = @(R).

Satz 2.13 (2. Isomorphiesatz)

Seien R ein Ring, S C R ein Teilring von R, und / < R ein ldeal von R. Dann gelten:
(i) S+ / ist ein Teilring von R Wr1<s+1 (i) INS LS.
Ferner gibt es einen Ringisomorphismus

SIS Z(S+ NI

Satz 2.14 (3. Isomorphiesatz)

Seien /,J Ideale von R mit / C J. Dann ist J/I < R/l, und es gibt einen Ringisomorphismus

(RINIJIN =R/ .
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Aufgabe 13 (Two-step quotient; Aufgabe 13, Blatt 4)
Seien R ein Ring und /,/ < R |deale von R. Zeigen Sie:

(@) RI(I+1) = (RINI(T+ N)/);
(b) (RINI(I+ NI = (RINI(T+ N1

Bemerkung 2.15

Sei R ein Ring. Dann gibt es einen eindeutigen Ringhomomorphismus 6r : Z — R. Der Kern
von O ist ker(6r) = (p) fiir eine eindeutige ganze Zahl p € Z>o.

Beweis: Fir m € Z setze

YIiidr=1r+...+1g falls m > 0,
m-mal
Or(m):=4 0 falls m =0,
=Y Alr=(-1g)+...+(—1r) falls m<O0.
(—m)-mal

Dann ist Or : Z — R ein Ringhomomorphismus (siehe Aufgabe 14, Blatt 4).
Nun ist O eindeutig bestimmt nach Konstruktion: ware ¢ : Z — R ein zweiter Ringhomomorphismus
zwischen Z und R, dann wéaren ¢(0z) = 0 und ¢(1z) = 1g. Damit waren fiir alle m > O:

m

$(m) =@ 1z)=) ¢(1z)=) 1r = 0Or(m)
i=1 i=1

i=1

und

¢(—m) = ¢((—1z)m) = ¢(=1z)p(m) = —¢(1z)p(m) = —1rOr(m) = —6Or(m) = Or(—m).
Da Z ein Hauptidealring ist, gilt also ker(6g) = pZ = (p) mit einer eindeutigen ganzen Zahlp >0. W

Definition 2.16 (Charakteristik eines Ringes)

Sei R ein Ring. Die eindeutige ganze Zahl p € Z>¢ mit ker(6r) = (p) heilt Charakteristik von R.
Wir schreiben char(R) := p.

Beispiel 13

(@) Re {Z,Q,R,C} = char(R) = 0. (Offensichtlich ist 1 + ...+ 1 nie 0.)
(b) INR=2/2ZistT+1=2=0 = char(R) = 2.

Bemerkung 2.17

Die Charakteristik eines Integritatsbereichs ist entweder Null oder eine Primzahl.

Beweis: Sei R ein Integritatsbereich. Dann ist Z/ker(6g) = 6r(Z) nach dem Homomorphiesatz.

- Falls ker(6g) = (0) ist, dann ist char(R) = 0.

- Falls ker(6g) # 0, dann ist ker(6r) = (p) fiir eine ganze Zahl p € Z-o. Dann ist Z/pZ isomorph
zu Gr(Z) C R, also ist Z/pZ ein Integritdtsbereich, da R ein Integritatsbereich ist. Aber ein
endlicher Integritdtsbereich ist ein Korper nach [Aufgabe 11, Blatt 3], also ist p eine Primzahl
nach Beispiel 11.
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]
4 Teilbarkeit und Primzerleqgung
In diesem Abschnitt sei R immer ein Integritasbereich.
41 ZPE-Ringe
Definition 2.18 (teilen, assoziierte Elemente)
Seien a,b € R zwei Elemente. Dann:
(@) a teilt b (in Zeichen: a | b), falls ein ¢ € R mit a - ¢ = b existiert.
(b) a ist assoziiert zu b (in Zeichen: a ~ b), falls a | b und b | a.
Beispiel 14
(@) In R =7 gelten: 2|8 und 2 ~ (=2). LA. m ~ (—m) fiir alle m € Z.
(b) ee R* <= e~ 1.
Bemerkung 2.19
Seien a, b € R\ {0}. Dann gelten:
(@) a| b = (b) C (a). ('Teilen fiir Elemente’ = 'enthalten fiir Ideale’)
(b) a b & (b) =(a) & T e € R* mita=be
Beweis: (a) a|b= 3 ce€Rmitac=b= b € (a) = (b) C (a).
(b) Die erste Aquivalenz folgt direkt aus (a), da a | b und b | @, somit bleibt nur die zweite zu
beweisen.
's'"axb=a|bundb|a= JuveRmitau=bundbv=0d = bvu=au=>b=
b(vu —1) =0 = vu=1, da b # 0 und R ein Integritatsbereich ist, also sind u,v € R*.
' a=bemite€ R* = b=ae ' = a|bund b|a=> a=~ b nach Definition. ]

Aus der elementaren Arithmetik ist bekannt, dass sich jedes n € N mit n > 1 eindeutig schreiben
lasst als Produkt n = p1p2---p, mit Primzahlen p1 < py < ... < p,. Fiir allgemeinere Ringe gilt
zundchst, dass der gewohnte Begriff 'Primzahl’ in zwei Begriffe zerfallt:

Definition 2.20 (/rreduzible Elemente, Primelemente )

Sei 0 # p € R\ R* ein Element, das keine Einheit ist.
(a)
(b) p heikt Primelement (oder prim), wenn gilt: Sind a,b € R mit p | ab, so ist p | @ oder p | b.

p heiRt irreduzibel, wenn qilt: b | p (mit b € R) = b ~ p oder b ~ 1.
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Fir R = Z ist jedes irreduzible Element auch Primelement; hier entsprechen diese beiden Begriffe
einfach dem iiblichen Begriff 'Primzahl’. Dies gilt allgemeiner fiir Hauptidealringe, aber nicht i. A. fiir
Integritatsbereiche:

Bemerkung 2.21
Sei 0 # p € R\ R*. Dann gelten:

(@) Ist p ein Primelement, so ist p irreduzibel.
(b) p ist ein Primelement <= (p) ist ein Primideal (<= R/(p) ist ein Integritatsbereich).
(c) p ist irreduzibel <= (p) ist maximal unter den Hauptidealen von R.

(d) Ist R ein Hauptidealring, so gilt: p ist ein Primelement <= p ist irreduzibel.

Beweis :

(@) und (c): AGS.
(b) Genau wie in Bemerkung 2.8 im Fall R = Z.

(d) Noch zu zeigen: p ist irreduzibel = p ist ein Primelement.

(b) olg. 2.
Aber: p kein Primelement = (p) ist kein Primideal i (p) ist kein maximales |deal von R
= p ist nicht irreduzibel nach (c), da R ein Hauptidealring ist. m

Definition 2.22 (Primzerlequng, ZPE-Ring)

(a) Sei a € R\ {0}. Eine Darstellung a = e-[]i_; p;" mit e € R* und Primelemente p1, ..., p,
(r € N) heit Primzerlegung von a.

(b) Der Ring R heift ZPE-Ring, wenn jedes a € R\ {0} eine Primzerlegung besitzt.

Bemerkung 2.23

Hat a € R\ {0} eine Primzerlegung, so ist diese bis auf Assoziierte und Rethenfolge eindeutig.
Insbesondere ist in ZPE-Ringen die Primzerlegung (bis auf Assoziierte und Reihenfolge) eindeutig.

Beweis: Siehe AGS. [ |
Beispiel 15

(@) R =Z.Ist n € Z, dann hat n eine Primzerlegung der Form n = (+1)pq - - - p, fiir positive
Primzahlen p1,...,p, (r € N) = Z ist ein ZPE-Ring.

(b) K Kérper, R = K[X]. Ist f € R, dann hat f eine Darstellung f = a - []i_, p{* mit a € R*
und p1,...pr € K[X] Primpolynome mit Leitkoeffizienten 1 = K[X] ist ein ZPE-Ring.

Bemerkung 2.24

In einem Hauptidealring wird jede aufsteigende Idealkette stationar.
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Beweis: Sei /; C , C ... eine aufsteigende Idealkette im R. Setze | := U521 I; (dies ist ein Ideal von R).
Da R ein HIR ist, gibt es ein Element b € R mit / = (b) = 3 n € N mit b € I,. Aber dann gilt

I=(b)ClyClC...CH.

Es folgt, dass I, = I,41 = - - -, also ist die |dealkette stationar. |

Satz 2.25
Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring.

Beweis: Sei a € R\ {0}. Suche Primzahlzerlegung von a.

- Falls @ € R* ist, dann a ist schon Primzahlzerlegung von a v'.
- Falls @ ein Primelement ist, dann ist auch a schon eine Primzahlzerlegung von a v'.
- Sonstist a € R\ R* und a = a1by mit a1, by € R\ R*, da a reduzibel nach Bemerkung 2.21(d)

ist. Dann qilt (a) € (a1), denn weil b1 &R>, ist a1 € (a).
Falls a1 nicht prim ist, dann ist a1 = a2by mit a2, by € R\ R* = (a) C (a1) C (a2)

a = dapby---bymit(a) G (a1) & --- & (an).

Aber dieses Verfahren bricht ab nach Bemerkung 2.24: wir nehmen 0.B.d.A. an, dass a, := p1 ein
Primelement ist, d.h. @ = p1a’.

Falls o’ € R* v. Sonst selbes Argument fiir o’ liefert a’ = poa”. Auf diese Weise erhalten wir
eine aufsteigende ldealkette (a) C (a') C (a”) C - -- Bemerkung 2.24 = auch diese Kette bricht

=

ab, dh. 3 m € N mit e := a™ € R*
= a = epq---pp fir Primelemente py,...,pn € R. -

4.2 Quotientenkorper

In diesem Abschnitt ist R stets ein Integritatsbereich.
Ziel: Wir mochten den kleinsten Kérper finden, in den R eingebettet werden kann.

Definition 2.26 (Quotientenkérper)
Ist R Teilring eines Kérpers Q und gilt

RCQ={ab™"|aeR,beR\{0}},

so heit Q ein Quotientenkdrper von R.
Schreibe drgp : R — Q,a — a1~ fir die natirliche Inklusion von R in O. (Diese ist ein
Ringhomomorphismus.)

Warnung: Oben ist b=! € K*, d.h.: b ist ein Element von R, das in K invertierbar ist, aber es kann
sein, dass b in R nicht invertierbar ist.

Beispiel 16

(@) ZB.istQ={f|a€ZbeZ\{0}}={ab~"|a €Z beZ\{0}} ein Quotientenkdrper
von Z.
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(b) Q ist auch Quotientenkdrper von Q selbst.

(c) K Korper = ein Quotientenkorper des Polynomrings R = K[X] ist der Kérper der ratio-
nalen Funktionen K(X) = {% | f(X), g(X) € R, g(X) # 0}.

Satz 2.27

Jeder Integritdtsbereich besitzt einen Quotientenkaorper.

Beweis: Sei R ein Integritatsbereich. Definiere eine Relation ~ auf R x (R\ {0}) durch:

(a,b) ~ (c,d) &5 ad = be

Dies ist eine Aquivalenzrelation:

- Reflexivitat: R Integritatsbereich = R kommutativ = ab = ba V a,b € R = (a, b) ~ (a, b)
Y (a,b) € R x (R\ {0}).
- Symmetrie: (0, b) ~ (¢, d) & ad = bc &3 cb = da < (c, d) ~ (a, b).

- Transitivitat: (a, b) ~ (¢, d) und (c, d) ~ (e, f) & ad = bcund cf = de. Also (mit Kommutativitat
von R) gilt
afd = adf = bef = bde = bed.

Dies liefert af = be, da d € R\ {0} und R ein Integritatsbereich ist. Also ist (a, b) ~ (e, f).

Bezeichne mit ¢ die Aquivalenzklasse von (a, b) € R x (R\ {0}). Definiere dann eine Addition und eine
Multiplikation auf der Menge Q(R) := R x (R \ {0})/ ~ der Aquivalenzklassen durch

E__ad-i-bc d a ¢ _
d~  bd ey d T bd

fir alle a,c € R und fir alle b, d € R\ {0}.
Die Verkniipfungen + : Q(R) x Q(R) — Q(R) und - : Q(R) x Q(R) — Q(R) sind wohldefiniert: Sind

’

8 =9 cQR)und $ =5 € Q(R), so gilt ab’ = ba’ und cd’ = dc’

ac

+

S| Q

= (ad + bc)b'd’ = ab’dd" + bb'cd" = ba'dd’ + bb'dc’ = bd(a’d" + b'¢)
ad+bc ad'd+b'c dhg_i_g_g’ !
bd b'd " b d W
Es qgilt auch ach’d’ = ab’cd’ = ba'dc’ = bda’c’, und damit ist {5 = g,‘j: = <
AuBerdem ist (Q(R), +, -) ist ein Ring: Ubung [Aufgabe 15, Blatt 4]

Das Einselement ist 1o(r) = } da } 5= % =7= % =7 } fiir alle § € Q(R).

Das Nullelement ist Ogr) = ¥, da 9 + ¢ = %t1a = & ynd ¢ 4 9 = o150 — 4 i alle ¢ € Q(R).

Seinun ¢ € Q(R)\{}. Dannist a # 0, und damitist 2 € Q(R). Es gilt: 4-2:= 90 = 80 — 2 —1,p,
da (ab, ab) ~ (1,1) = Q(R) ist ein Korper.

Nun, fir a,b € R, ist § = ? < (a,1)~ (b,1) e a-1=1-b< a=b.Daraus folgt, dass die Abbildung
oR: R — Q(R)

a
a > 1

\ (o

+

’

Q

oo
Qo
LS
B

injektiv ist. AuBerdem gilt fiir alle a, b € R:

- Op(a+b) = b = eltbb — & 4 b — 55(a) + Sp(D);
- Or(a-b) = %2 =47 = -7 = dr(a) - Og(b); und

Q
i=ad

-
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- 0r(1) = 1 = o)

Also ist dg ein injektiver Ringhomomorphismus, und damit ist R ein Teilring von Q(R). Dann ist Q(R)
ein Quotientenkérper von dg(R) = R (Homomorphiesatz!) , da

Q(R) = {% la € R, be R\{0}} = {dr(a)dr(b) " |a € R be R\{0}}.
(Insbesondere dg or) = 0r.) ]

Bemerkung 2.28 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkdrpers)

Seien R ein Integritatsbereich und Q ein Quotientenkorper von R.

Sei K ein Korper und ¢ : R — K ein injektiver Ringhomomorphismus. Dann gibt es einen
eindeutigen injektiven Ringhomomorphismus @ : Q — K mit @ o dr,0 = ¢. Insbesondere ist das
folgende Diagramm kommutativ:

Beweis: [Aufgabe 15, Blatt 4] |

Folgerung 2.29 (Eindeutigkeit des Quotientenkdérpers)

Ein Quotientenkdrper von R ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien Q(R) = R x (R\ {0})/ ~ und 6 : R — Q(R) wie im Beweis vom Satz 2.27. Sei Q
ein zweiter Quotientenkorper von R. Schreibe dr o : R — Q fiir die inklusion von R in Q. Nach

Bemerkung 2.28 gibt es einen eindeutigen injektiven Ringhomomorphismus d/;;,\o : Q(R) — Q mit
d/R\QoéR = dg,p. Nach Bemerkung 2.28 gibt es auch einen eindeutigen injektiven Ringhomomorphismus
0r : Q — Q(R) mit 0g o dr,o = Og. Aber dann gelten:

dR,Q:%O(sR:(ZQI\QOS;OdR’Q und 5R=5;OdR’Q=5;O%O(5R

und auch
dR,Q = |dQ @) dR,Q und 5R = |dQ(R) o 5R-
Die Eindeutigkeit liefert Idp = d/R,\Q o 5; und ldgr) = 3; o d/R\Qv also Q = Q(R). |

Es ist jetzt gerechtfertigt, von dem Quotientenkdrper von R zu sprechen. Wir schreiben dafiir Q(R).

Anmerkung 2.30

Der Quotientenkorper von R ist der kleinste Korper, der R enthalt.
[Dies folgt z.B. aus Bemerkung 2.28.]

Folgerung 2.31

(@) Jeder Korper K der Charakteristik Null besitzt einen zu Q isomorphen Unterkorper (und
muss insbesondere unendlich viele Elemente besitzen).

(b) Jeder Korper K der Charakteristik p > 0 besitzt einen zu F,, isomorphen Unterkorper.
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Beweis: (a) Nach Bemerkung 2.15 gibt es einen eindeutigen Ringhomomorphismus 6x : Z — K. Nun
ist ker(6x) = (0), da char(K) = 0 ist, also ist Ok injektiv. Nach Bemerkung 2.28 gibt es einen
eindeutigen injektiven Ringhomomorphismus é; :Q = 0Q(Z) — K mit é,z 0 0r = Ok. Damit ist
Q = 6¢(Q) C K einen Unterkérper.

(b) Nach Bemerkung 2.15 gibt es einen eindeutigen Ringhomomorphismus 6x : Z — K. Da
char(K) = p, ist ker(6k) = (p) = pZ, also ist F, = Z/pZ = 6k(Z) € K nach dem Homo-
morphiesatz. ]

4.3 Irreduzibilitat in Polynomringen
Wie zeigen wir, ob ein Polynom f(X) € Q[X] irreduzibel ist, zum Beispiel
f=X>—5X+3 X®+6X"°+15X°+3, oder X'% 4 X>° — 247

Wir stellen hier einige grundlegende Verfahren vor, um diese Frage zu entscheiden.

Wiederholung aus der AGS iiber Polynomringe:

Sei R ein Integritatsbereich. Dann:

- Sei f = a, X"+ a,_1 X" "+ ...+ a1 X + ap ein Polynom mit Leitkoeffizient a, € R\ {0}. Der
Grad deg(f) von f # 0 definiert man als deg(f) := n, und wir setzen deg(0) := —oc.
Ist a, = 1, so heilt f normiert.

- f,g € RX] Polynome = deg(f - g) = deg(f) + deg(g)

- Der Polynomring R[X] ist ein Integritatsbereich = R[Xj, ..., X;] ist auch ein Integritatsbereich
fur alle n € N.

- RIX]* = R* (konstante Polynome)
- R = K Kérper = K[X] ist ein euklidischer Ring (mit Grundfunktion deqg).

- R = K Kérper = fiir jedes f € K[X] mit deg(f) = n > 0 gilt:
(i) Ist @ € K eine Nullstelle von f, so gilt (X — a) | f; und
(ii) f hat hochstens n Nullstellen.

Bemerkung 2.32 (Universelle Eigenschaft von Polynomringen)

Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : T — S zwischen zwei kommutativen Ringen T und S und je-
des a € S existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus (genannt Einsetzungshomomorphismus)
@q : T[X] — S mit @q|7 = ¢ und @4(X) = a.

Beweis: Wenn es ¢, mit obigen Eigenschaften gibt, so ist klar, dass ¢, eindeutig bestimmt ist. (Weil jedes
Element von T[X] durch Summen und Produkte von X und Elementen aus R gebildet ist.)
Sei nun f = @,X" 4+ a, 1 X"' + ...+ a1 X + ag ein beliebiges Element von T[X]. Definiere

@a(f) := @(an)a” + @(an_1)a"" + ...+ @(a1)a + ¢(a)

und rechne sofort nach, dass ¢, ein Ringhomomorphismus ist. ]
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Anmerkung 2.33

1. Konkret fiir f = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ag € T[X] ist

@a(f) = play)a” + <p(an_1)a”_1 + ...+ @(ar)a + ¢(ao).

An dieser Formel sieht man, dass ¢4(f) durch “Einsetzen” von a fiir die Unbestimmte X
entsteht. Falls falls ¢ = Idr, schreiben wir dann auch f(a) anstelle von ¢,(f), fir alle
f e T[X].

2. Falls T =S (oder T C S) und ¢ = Id7, dann qilt: f € ker(¢p,) <= f(a) = 0, also genau
dann, wenn a eine Nullstelle von f ist.

3. Sei R ein Integritatsbereich. Sei p € R ein beliebiges Element. Dann setzt den Restklas-
senhomomorphismus ¢ : R — R/(p), r +— T = r + (p) zu den Ringhomomorphismus

Px: RIX]  — (RI(p)[X]
Y ioaiX' = Y lgaX

fort (wende Bemerkung 2.32 mit T = R, S = R/(p)[X] und a = X an).
Offensichtlich ist @x surjektiv, ker(px) = (p) = pR[X] C R[X], und nach dem Homomorphie-
satz ist

RIX1/(p) = (RI(p))[X].

Weiterhin nehmen wir an, dass R ein ZPE-Ring ist.

Wir wollen jetzt die Eigenschaften des Polynomrings R[X] untersuchen.
Aufgabe: In einem ZPE-Ring haben je n Elemente a1, ..., a, einen grokten gemeinsamen Teiler.

Definition 2.34 (Inhalt, primitives Polynom)
Sei f = ap X"+ ap 1 X"+ ...+ a1 X +ap € RIX]\ {0}.

(@) Der Inhalt von f ist ¢(f) := ggT/(ao, ..., a,) (eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten).

(b) Das Polynom f heift primitiv, falls c(f) € R*.

Ist z.B. irgendein Koeffizient von f € R[X]\ {0} gleich £1, so ist f primitiv.

Bemerkung 2.35 (GauBsches Lemma)

Ist R ein ZPE-Ring, so gilt fir f,g € R[X]: f und g primitiv = fg ist primitiv.

Beweis: Sei ¢x wie in Anmerkung 2.33. Angenommen fg ist nicht primitiv, dann ist ¢(fg) ¢ R*, also gibt
es einen Primelement p € R mit p | ¢(fg) (da R ZPE-Ring). Nach Bemerkung 2.21(b) ist R/(p) ein In-
tegritdtsbereich. Insbesondere sind @x(f), ¢x(g) # 0, da c(f), c(g) € R*, also ist auch gx(f)ox(g) # 0,
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da R/(p)[X] auch ein Integritdtsbereich ist.

Aber die Polynome f, g sind primitiv, also ungleich 0 = fg # 0 (da R[X] Integritétsbereich) =

c(fg) # 0. Also gilt:

fg

c(fg)

f
0 # ox(f)ox(g) = ex(fg) = ex(c(fg) ) = @x(c(fg)) <px(c(fg)) =0. Widerspruch!

=0ry(p)

Lemma 2.36

Beweis: Seien r,s € R\ {0} teilerfremd mit f := £f € R[X] primitiv. Dann sfg = rfg € rR[X], wobei fg

primitiv nach dem GauBschen Lemma. Also ist r € R*, da r, s tellerfremd sind. Damit gilt:

Satz 2.37 (Satz von Gauk)

Beweis:

(a)

Sei R ein ZPE-Ring mit Quotientenkorper Q(R).
(a) Sei f € RIX]\ {0} primitiv. Dann gilt:

f irreduzibel in R(X] <= f irreduzibel in Q(R)[X]

(b) Der Polynomring R[X] ist ebenfalls ein ZPE-Ring.

'=" Wir nehmen an, dass f irreduzibel in R[X]ist. Sei f = gh mit g, h € Q(R)[X]=> 3b1,b2 € R
mit f1 := bqg, £, = boh € R[X], und oBdA diese sind primitiv. Dann:

bibof = b1gb2h =fhHhf € R[X]

Da £, f, primitiv sind, ist auch bybyf primitiv nach Bemerkung 2.35, also b1b, € R* =
f ~ fif, in RIX] = f; oder f, konstant in R[X] = g oder h konstant in Q(R)[X] =
irreduzibel in Q(R)[X].
'<" f reduzibel in R[X] = f reduzibel in Q(R)[X], da R[X] ein Teilring von Q(R)[X] ist.
Wir wissen schon, dass R[X] ein Integritatsbereich ist, da R ein Integritatsbereich ist. Also ist
noch zu zeigen, dass jedes f € R[X]\ {0} eine Primzerlegung besitzt. Falls f € R[X]* ist, so ist
f schon eine Primzerlegung von f selbst = wir nehmen an, dass f keine Einheit ist.
Es gilt f = c(f)g mit g € R[X] primitiv. Weil R ein ZPE-Ring ist, hat c(f) eine Primzerlegung
c(f) =epy---pr, wobet e € R* und py, ..., pr € R Primelemente sind, also auch Primelemente
von R[X].
(p prim in R = R/(p) Integritatsbereich = R/(p)[X] Integritatsbereich = R[X]/(p) = R/(p)[X]
Integritdtsbereich = p prim in R[X])
Also reicht es noch eine Primzerlegung fiir g in R[X] zu finden.
Wir sehen jetzt g als Element von Q(R)[X], wobei Q(R)[X] ein Hauptidealring ist, da Q(R) ein
Kérper ist, also ist Q(R)[X] ein ZPE-Ring nach Satz 2.25. Dann hat g eine Primzerlegung in
Q(R)[X], d.h.
g=9g1-gn

36

Sei R ein ZPE-Ring mit Quotientenkdrper Q(R). Seien f € Q(R)[X]\ {0} und g € R[X]\ {0}
primitiv mit fg € R[X]. Dann ist f € R[X].
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mit g1, ..., g, Primelemente in Q(R)[X]. Aber fiir alle 1 < i < n ist
gi = dig;
fur ein d; € Q(R)* und ¢; € R[X] primitiv. Dann ist
f=c(f)g=epr---p:di---dygr---Gn € RX].

Nun ist ¢y--- ¢, € R[X] primitiv nach dem Gaufchen Lemma, und f ist auch primitiv, also
folgt daraus, dass epq---p,di---d, der Inhalt von f ist (d.h. bis auf Einheit). Insbesondere ist
di---d, € R. Seialso €¢'qq - - g5 eine Primzerlequng von d; - - - d,, in R. Damit erhalten wir eine
Primzerlegung von f in R[X]. u

Folgerung 2.38
Ist R ein ZPE-Ring, so ist auch R[Xj, ..., X,] ein ZPE-Ring.

Beweis: Nach dem Satz von GauB ist R[Xi] ein ZPE-Ring = eine Induktion nach n liefert, dass der
Ring R[Xi, ..., X,] auch ein ZPE-Ring ist. |

Anmerkung 2.39

In manche Biicher wird ein ZPE-Ring auch definiert, als ein Integritatsbereich, in dem jedes
irreduzibles Element ein Primelement ist. Der Beweis des Satzes von GauR zeigt warum.

Satz 2.40 (Irreduzibilititskriterium von Eisenstein)

Sei R ein ZPE-Ringund f =), a; X" € R[X]mit n > 1 und @, = 1. Existiert ein Primelement
p € Rmitp|a;firalle 0 <i<n—1undp?tag, soist f irreduzibel in R[X].

Beweis: Annahme, wir hatten f = ghmitg=3Y _ b X, h=Y ;_cX € RX] r,s>1alson=r+s.
Da p | ap = boco gilt o0BdA p | by und p 1 co.
Behauptung: p | b; fir alle 0 < i < r. Induktion nach i: i = 0 v" und sei die Behauptung schon gezeigt
fur i — 1, also p | by fiir alle 0 < k < i — 1. Dann:

O0=a; = Z bici—k = bicg (mod p),
k=0

also ist b; durch p teilbar.
Insbesondere p | b, = p | b,cs = a, = 1. Widerspruch. |

Satz 2.41 (Reduktions-Kriterium)

Sei R ein ZPE-Ring und f =Y a;X' € R[X]\ {0} primitiv mit deg(f) > 1 und Leitkoeffizient
an. Sei p € R ein Primelement mit p { a,. Ist @x(f) irreduzibel in R/(p)[X], so ist auch f irreduzibel
in R[X].

Beweis: Wegen p 1 a, ist @x(f) # 0 in R/(p)[X] und deg @x(f) = n. Annahme, wir hatten f = gh mit
g, h € R[X]. Da R ein ZPE-Ring ist, gilt n = deg(g) + deg(h). Weil a, gleich dem Produkt der
Leitkoeffizienten von g und h ist, sind diese auch nicht durch p teilbar, also sind ¢x(g), px(h) # 0
und deg(g) = deg(px(g)), deg(h) = deg(px(h)). Nun ist ox(f) = @x(gh) = @x(g)ex(h). Da @x(f)
nach Vorraussetzung irreduzibel ist, folgt deg(¢px(g)) = O oder deg(px(h)) = 0, also deg(g) = O oder
deg(h) = 0. Da f primitiv, muss also g € R* oder h € R* sein. Also ist f irreduzibel. ]



Kurzskript: Einfiihrung in die Algebra 38

Aufgabe 16 (Kriterium der ganzen Nullstellen; Aufgabe 16 auf Blatt 4 mit s = 1)

Sei R ein ZPE-Ring und f =Y I ja: X" € R[X]\ {0} mit Leitkoeffizient a, = 1. Falls b € Q(R)
eine Nullstelle von f ist, dann b € R und b | ay.

Beispiel 17

(@) f = X3 —5X + 3 € 7Z[X] ist irreduzibel nach dem Reduktions-Kriterium mit p = 2, da
X3+ X +1 € Z/27]X] irreduzibel ist, weil es in Z/2Z einfach nachzurechnen ist, dass

63+6+T=T#6und T3+T+T=T#6, und der Grad von @x(f) ist 3.

(b) Das Polynom X?°4+6X"%+15X% + 3 ist irreduzibel nach Eisensteins Irreduzibilitatskriterium
mit p = 3.

(c) Sei f = X190 4 X5 —24 € Q[X]. Die moglichen Nullstellen von f sind &1, +£2, £3, +4, +6,
+8, £12, +£24 nach dem Kriterium der ganzen Nullstellen.




TEIL I1l: KORPER

5 Endliche Korpererweiterungen

5.1 Korpererweiterungen

Definition 3.1 (Teilkérper, Kérpererweiterung)

Sei (L, +, ) ein Kérper. Dann

(a) heiBt K C L Teilkérper von L, falls (K, +|k, -|k) ein Korper ist; und

(b) in diesem Fall nennen wir L Erweiterungskorper von K, und L O K eine Korpererweiterung
und schreiben dafiir auch L/K.

Anmerkung 3.2

Ist L/K eine Korpererweiterung, dann ist L ein K-Vektorraum beziiglich der Addition und der
Multiplikation in L, da die Vektorraumaxiome direkt aus den Koérperaxiomen von L folgen.

Definition 3.3 (Kérpergrad)

Sei L/K eine Kérpererweiterung. Dann heiBt [L : K] := dimg(L) der Kérpergrad, oder einfach der
Grad, von L tber K. Ist [L : K] < oo, dann heiBt L/K eine endliche Korpererweiterung.

Beispiel 18

(@) C 2 R ist eine Korpererweiterung mit [C : R] = 2; eine R-Basis von C ist gegeben durch

{1,i}.
(b) R D Q ist eine Kérpererweiterung. [Aufgabe 20, Blatt 5: [R : Q] = oo.
(c) Sei K ein beliebiger Kérper. Nach Folgerung 2.31 ist:

- K ein Erweiterungskorper von @, falls char(K) = 0 ist;

- K ein Erweiterungskérper von F), falls char(K) = p eine Primzahl ist.

Wir nennen Q bzw. IF, Primkérper von K.

39
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Definition 3.4 (transzendentes/algebraisches Element, algebraische Erweiterung)

Sei L D K eine Korpererweiterung und a € L. Betrachte den Einsetzungshomomorphismus
9o : K[X] — L, f — f(a). Sei K[a] := {f(a) | f € K[X]} das Bild von ¢,; dies ist also ein
Teilring von L. Da K[X] ein HIR ist, gibt es zwel Falle fiir den Kern von ¢, :

(1) Ist ker(¢q) = {0}, so heiBt a transzendent iiber K. (In diesem Fall ist ¢, : K[X] — K]a],
f — f(a) ein Ringisomorphismus)

(2) Ist ker(py) # {0}, so heilt o algebraisch tber K. In diesem Fall gibt es ein Polynom
0 # pg € K[X] mit ker(¢q) = (ue). OBdA konnen wir auBerdem verlangen, dass p, normiert
ist, so dass p, eindeutig bestimmt ist, und p, heilt das Minimalpolynom von a.

Sind alle Elemente a € L algebraisch liber K, so heilt L D K eine algebraische Erweiterung.

Anmerkung 3.5
Im Fall (2) der Definition gelten:

(a) a ist algebraisch <= 3 g € K[X]\ {0} mit g(a) = 0.
(b) g € KIX]\ {0} mit g(a) =0 = pa | g, da g € ker(@a) = (Ha)-

(c) K[X]/(1a) = K[a] C L nach dem Homomorphiesatz (fiir Ringe), also ist K[X]/(uq) ein Integri-
tatsbereich. Nach Satz 2.9(a) ist p, prim und nach Bemerkung 2.21(a) ist y4 irreduzibel. Also
ist (1) ein maximales Ideal von K[X] nach Bemerkung 2.21(c), und damit ist K[X]/(us) = K]a]
ein Korper nach Satz 2.9(b).

(d) deguq =[K[a]: K]=:n,und {1,a,0?,..., a"~1} ist eine K-Basis von K[a]. Siehe [Aufga-
be 18, Blatt 4] (Hinweis: Zeigen Sie, dass {T,Y,YZ ..... Y”_1} eine K-Basis von K[X]/(ta) ist.)

Beispiel 19

(@) Sei L/K eine Korpererweiterung, und a@ € K. Dann ist o algebraisch iiber K da a eine
Nullstelle von X — a € K[X].

(b) INC D Rseia:=i=+—1¢&C. Dannistf=X?+1 irreduzibel in R[X] und f(i) = 0, also
ist { algebraisch tber R und p; = f.

Die Korpererweiterung C/R ist algebraisch: Im Allgemeinen ist jedes Element z = a+bi € C
(a, b € R) algebraisch iiber R, da z eine Nullstelle von f = (X — @)% + b? € R[X] ist.

(c) InR D Q sei @ = V2 € R. Dann ist a eine Nullstelle von f = X? — 2 € Q[X] irreduzibel,
also ist v/2 algebraisch iiber Q und pg = f.

Die Korpererweiterung R/(Q) ist nicht algebraisch: R enthéalt transzendente Elemente iiber Q.
(Beispiele (ohne Beweis): m, e, v2©, .. ).

Bemerkung 3.6

Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.

Beweis: Seien L/K eine endliche Kérpererweiterung von Grad n € N, und @ € L. Dann sind 1, ¢, .. ., al
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linear abhéangig iiber K, also gibt es ag, a1, ..., a, € K (die nicht alle gleich Null sind) mit
ag+aiq+...+a,a"=0.

Damitist 0 # f:=ag-1+ a1 X+ ...+ a,X" € K[X] mit f(a) = 0, also ist ker(¢p,) # {0}. |

Satz 3.7 (Gradmultiplikationssatz)

Seien L/M und M/K Korpererweiterungen. Dann gilt

(L:K]=[L:M]-[M:K].

Beweis: - Falls [L: M] =00 oder [M: K]=ocist,soist[L: K]=00=[L:M]-[M:K]

- Seiennun[M: K]=:neN,[L:M]=:meN,{x,...,x,} eine K-Basisvon Mund {y1,..., yn}
eine M-Basis von L.
Behauptung: B := {xjy; | 1 < i< n,1<j< m}ist eine K-Basis von L.
Beweis: Sei z € L beliebig. Dann ist z = Y I; py; mit {g; | 1 < j < m} C M. AuRerdem
V1<j<misty =) Axmit {A; |1 < i< n} CK.Also erhalten wir eine Summe

m n
z= E E AijXiyj
=1 i=1

so dass die Menge B ein Erzeugendensystem von L iiber K ist. Seien nun a;; € K (1 < i < n,
1<j<mmit0= Zi’/- ai;xiy ;. Dann ist

0= i (iaijxi) Yy = icjyj, wobei ¢; := ial—jx[ eM.
i=1

j=1 i=1 j=1

Da {y; | 1 < j < m} linear unabhéngig iiber M ist, folgt also ¢; = 0 fiir alle 1 < j < m. Weil
{xi | 1 < i < n} linear unabhéngig iiber K ist, folgt dann auch o;; = 0 fiir alle 1 < i < n,
1 < j < m. Also ist B linear unabhangig iiber K, und damit eine K-Basis von L. #

Es folgt jetzt, dass [L : K] = dimg(L) = m - n = dimpy(L) - dimg(M) =[L : M]-[M : K]. |

Definition 3.8 (erzeugte Teilkorper)

Sei L/K eine Korpererweiterung. Fiir eine Teilmenge S C L bezeichnen wir mit K(S) den von K
und S erzeugten Teilkdrper von L, d.h. der kleinste Teilkorper von L, der K und S enthalt. Ist
S={a, -, a} so schreiben wir K(a, ..., o) anstelle von K(S).

(Fir S = {a} vergleiche mit Aufgabe 18(ii).)

Anmerkung 3.9

Sei L/K eine Kérpererweiterung.
(a) a € L ist algebraisch iiber K < K(a) = K[a]. Siehe Aufgabe 19.

(b) Falls a1, ..., ar € L algebraisch iiber K sind, dann erhalten wir sukzessive:

K() = Klen], K(a1, ) = (K(oq))[e2], ... K(oq,...,0)=(K(a,...,a-1))[a]

Wir nennen dies die Adjunktion der Elemente «y,..., a; an K.
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Mit dem Gradmultiplikationssatz folgt:
[K(aq,...,a): K] < oo,

damit ist K(a1, ..., o) 2 K algebraisch (siehe Bemerkung 3.6).

Folgerung 3.10

Seien L/M und M/K jeweils algebraische Kérpererweiterungen. Dann ist auch L/K algebraisch.

Beweis: Sei a € Lund pg = BuX™ +...4+ B1 X + Bo € M[X] das Minimalpolynom von « tiber M. Jedes B;
(1 < i < m) ist algebraisch iiber K. Nach Anmerkung 3.9(b) ist Ko := K(Bo, . .., Bm) ein Teilkorper von
L mit [Kp : K] < oo. AuBerdem ist a algebraisch iiber Ky nach Definition von Kj, also [Kp(a) : Kp] < oo.
Mit dem Gradmultiplikationssatz folgt [Kp(a) : K] = [Kp(@) : Ko] - [Ko : K] < oo, also ist a algebraisch
tiber K nach Bemerkung 3.6. Dies qilt fiir jedes o € L, also ist L/K algebraisch. ]

Folgerung 3.11

Sei L/K eine Kérpererweiterung und M die Menge aller a € L, die iiber K algebraisch sind.
Dann ist M ein Teilkérper von L.

Beweis: Seien 0 #+ a,B € M. Sei y € {a + B, a- B*'}. Dann gilt y € K(a, B). Nach Anmerkung 3.9(b)
ist damit y algebraisch tber K. |

5.2 Korper-Automorphismen

Bemerkung 3.12

(@) Ein Ring-Homomorphismus ¢ : K1 — K, zwischen zwei Kérpern K1, K ist automatisch
injektiv.

(b) Falls L/K eine Korpererweiterung ist, dann ist jeder (Ring-)Automorphismus o € Aut(L) mit
0|k = ldg eine K-lineare Abbildung.

Beweis: (a) Der Kern von o ist ein Ideal von Kj. Aber die einzigen Ideale von Kj sind {0} und K7, weil
K1 ein Korper ist. Da o(1k,) = 1k, # O, ist ker(o) = K7 unméglich und muss ker(g) = {0} sein,
also ist o injektiv.

(b) Fir alle x1,x2 € K, y1,y2 € L und o € Aut(L) gilt

o(x1y1 + x2y2) = o(x1)a(y1) + o(x2)a(y2) = x10(y1) + x20(y2) -

Anmerkung 3.13

Seien Kj, Ky Korper und 0 : Ki — K3 ein Isomorphismus (d.h. ein Ring-Isomorphismus). Dann
setzt o0 zu dem Ringhomomorphismus (eigentlich Ringisomorphismus)

0: K1[X] —> Kz[X]
2igaiX' = Y Lyo(a)X
fort (wende Bemerkung 2.32 mit T = K3, S = K3[X] und @ = X an, so dass ¢ = oy).
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Es gilt also insbesondere:
(@ =L X—a)mtaeKs = o(f)=[]_X—o0a(x)),
(b) o(f(a)) = a(f)(o(a)) fur alle f € Ki[X] und alle a € K3, und

() feKiX]istirreduzibel <« d(f) € Ky[X] ist irreduzibel.

Definition 3.14 (Automorphismengruppe einer Korpererweiterung)

Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann heiRt

Aut(L/K) := {o € Aut(L) | o|x = Idk}

zusammen mit der Hintereinanderaufiihrung als Verkniipfung die Automorphismengruppe von L/K.

Klar: die Automorphismengruppe G := Aut(L/K) einer Korpererweiterung L/K ist tatsachlich eine
Gruppe. AuBerdem operiert diese Gruppe auf L durch

GxL — L
(0.y) = o-y:=o0(y).
(Uberpriifen Sie diese zwei Aussagen!)

Wir konnen also von Stabilisatoren, Bahnen, etc. sprechen.

Lemma 3.15
Ist [L : K] < o0, so ist auch |Aut(L/K)| < oo.

Beweis: Sei N:=[L: K]und {y1,..., yn} eine K-Basis von L. Nun ist jedes ¢ € Aut(L/K) K-linear nach
Bemerkung 3.12(b), also eindeutig bestimmt durch die Werte a(y4), ..., o(y,). Fur alle 1 < i < n sei
f; € K[X] das Minimalpolynom von y;. Setze f :=f;----- fo € K[X] C L[X]. Insbesondere ist f(y;) =0
fir alle 1 < i < n. Dann firr alle 0 € Aut(L/K) und fiir alle 1 < i < n qilt

f(oly:)) = a(f)(a(y:)) = a(f(y:)) =0
nach Anmerkung 3.13. Also gibt es fiir jedes o(y;) hochstens d := deg(f) Mdglichkeiten, insgesamt ist
damit |Aut(L/K)| < d" < 0. |

Definition 3.16

Zwei Korpererweiterungen L1/K und L;/K heiken K-isomorph, falls es einen (Ring-)lsomorphismus
o: L1 — Ly mit o|x = ldk gibt.

5.3 Stammkorper und Zerfallungskorper

Wir suchen jetzt nach Korpern, die die Nullstellen eines gegebenen Polynoms enthalten.

Definition 3.17 (Zerfillungskérper)

Sei K ein Korper und f € K[X]\ {0} mit deg(f) > 1. Ein Korper L 2O K heiBt Zerfallungskorper
von f falls
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i) Jar,...,0p €L mitf=c-[]_{(X— ) fiir ein ¢ € K, und
(i) L=K(oq, ..., a,) ist.
Beachte, dass jedes a; (1 < i < n) algebraisch iiber K ist. AuBerdem ist nach Anmerkung 3.9

L =K(a,...,a,) 2 K eine algebraische Erweiterung. Aukerdem ist Bedigung (i) dquivalent zu sa-
gen, dass f in Linearfaktoren iiber L zerfallt.

Beispiel 20
L = Q(v/2) ist ein Zerfallungskorper von f := X? — 2 € Q[X], denn
X2 —2=(X—-V2)(X+V2) e lX].

Hingegen ist C kein Zerfallungskorper von f, da C die Minimalitatsbedingung (ii) in obiger Defi-
nition nicht erfillt.

Wir mochten zeigen, dass ein Zerfallungskorper immer existiert. Zundchst suchen wir nach einem
Korper, in dem ein vorgegebenes Polynom eine Nullstelle besitzt.

Definition 3.18 (Stammkarper)

Sei f € K[X] ein irreduzibles Polynom iiber einem Korper K. Ein Erweiterungskorper L von K
heikt Stammkorper von f iiber K, wenn es ein Element o € L gibt mit f(a) = 0 und L = K(a).

Satz 3.19 (Existenz von Stammkérpern)

Seien K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom mit deg(f) > 1. Dann ist Ky := K[X]/(f)
ein Stammkérper von f iiber K, wobei o := X ein Element mit f(a) = 0 und Ky = K(a).

Beweis: Weil K[X]ein HIR ist, ist (f) ein maximales Ideal von K[X] nach Bemerkung 2.21(c), da f irreduzibel
ist. Also ist Ky := K[X]/(f) ein Kérper nach Satz 2.9(b). B
Sei nun a := X = X + (f) € K}, so dass f(a) = f(X) = f(X) = f =0 in Ky. Damit ist f = p, bis auf

skalare Vielfachen. Also ist a algebraisch tiber K und Ky = K[X]/(ts) = K[a] = K(a). |
Lemma 3.20

Seien Ki, Ky zwei Korper und o : Ki — K, ein Isomorphismus. Ferner seien fi € Ky[X] ir-

reduzibel, L1 := Kj(o) ein Stammkorper von f1 und Ly := Kj(az) ein Stammkorper von f, =

o(f1) € K3[X]. Dann gibt es genau einen Isomorphismus & : Kj(a1) — Ka(o2) mit d|g, = o und

(o) = .

Beweis: Betrachte den Isomorphismus ¢ : Ki[X] — K3[X].
(Erinerung: Nach Anmerkung 3.13 ist f, = @(fy) irreduzibel in K3[X].)
Fir 1 < i < 2 schreibe m; : Ki{X] — Ky, = Ki[X]/(f;) = K(a1) (siehe Satz 3.19.) fiir den Restklassen-
Homomorphismus.
Klar: nach Konstruktion ist ker(m, 0 @) = 6~ (ker(m2)) = 3 '((f2)) = (67 "(f2)) = (f1). Also gibt es nach
dem Homomorphiesatz einen eindeutigen Isomorphismus ¢ : Ki(aq) — Kj(2), so dass das folgende
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Diagramm

Ki[X] —2> Ky[X]

mi o ml

K(en) =, = Kioo)

n—1
i=

kommutativ ist, d.h. & o 1y = 7, 0 G. Konkret fir g(aq) = Y 1y a;af € K(on) (wobei n = deg(f;) and

{a:}1) C Ky) st

Insbesondere ist &(aq) = o und &k, = 0. [ |

Folgerung 3.21 (Eindeutigkeit von Stammkorpern)

Seien K ein Korper und f € [X] ein nicht-konstantes irreduzibles Polynom. Dann ist ein Stamm-
korper von f liber K eindeutig bestimmt bis auf K-lIsomorphie.

Beweis: Seien Ly := K(o) ein Stammkorper von fi:=f tiber K mit f(oq) = 0 und L, := K(a) ein

Stammkérper von f,:= f iiber K mit f(oz) = 0. Wende Lemma 3.20 an mit 0 = ldg : K — K. Dies
liefert: es gibt genau einen Isomorphismus & : Ly — Ly mit &|x = Idgx und &(a1) = o. Also ist gy ein
K-Isomorphismus. ]

Nun konnen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Zerfallungskorpern beweisen:

Satz 3.22 (Existenz von Zerfillungskérpern)

Seien K ein Korper und 0 # f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Dann existiert ein Zerfal-
lungskérper L von f und es gilt [L : K] < n!, wobei n := deg(f) ist.

Beweis: Induktion nach n. Falls n = 1 setzen wir einfach L := K.

Sei nun n > 2 und f; € K[X] irreduzibel mit f; | f. Nach Satz 3.19 ist der Stammkaérper Ky := Ky, von
f; ein Erweiterungskorper von K mit [Kj : K] = deg(f1) < n, so dass f; (und damit auch f) zumindest
eine Nullstelle o € Kj besitzt; und es gilt Kj = K(o).

Schreibe jetzt f = (X — ay)g mit g € Ki[X], also ist deg(g) = n —1 > 1. Nach Induktion existiert
ein Zerfallungskorper L D Ky von g mit [L : Ki] < (n —1)!; set also L = Kj(az, -, ap), wobel
g =c-[],(X — a) fir ein ¢ € K. Dann ist

L=K(a, -, apn)
ein Zerfallungskorper von f. Mit dem Gradmultiplikationssatz folgt:

[L:K]=[L: K] [K :K]<(n="T)-n=n!

Satz 3.23 (Fortsetzungssatz fiir Kérper-Isomorphismen)

Seien Ky, K3 zwei Kérper und o : Ky — K ein Isomorphismus. Sei f1 € Kj[X] nicht-konstant und
f, :=0a(fH) € K3[X]. Sei L1 D Kj ein Zerfallungskorper von f; und L, D K5 ein Zerfallungskérper
von fp. Dann existiert ein I[somorphismus L : L1 — Ly mit X|k, = 0. AuBerdem bildet jeder solche
Isomorphismus die Nullstellen von f; auf die Nullstellen von f, ab.
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Beweis: Induktion nach n:=[L; : Ky]. Ist n =1, s0 ist L1 = Kj. Setze L = 0. v

Sei nun n > 2, g1 € Ki[X] urreduzibel mit g1 | i und a7 € L; eine Nullstelle von gq. Also ist
g2 := 0(g1) € K3[X] ein irreduzibler Faktor von f, = @(f;) in Kj[X], so dass es oo € L, gibt mit
ga(o) = 0.

Nach Lemma 3.20 gibt es einen eindeutigen Isomorphismus ¢ := K(oy) — K(az) mit (o) = a und
Olk, = 0. Es gilt f; = (X —q)hy fiir ein hy € Ky(eq)[X] mit deg(h1) =n—1<nund f, = (X — )8 (hn).
Nach Induktion gibt es einen Isomorphismus L : [1 — L, mit I|k, ) = 0, also L|x, = 0|, = 0.
AuBerdem bildet ¥ die Nullstellen von hy auf die Nullstellen von 5(h1) ab, also bildet ¥ die Nullstellen
von f; auf auf die Nullstellen von £, ab.

Folgerung 3.24 (Eindeutigkeit von Zerfillungskérpern)

K-isomorph.

46

Sei K ein Korper. Je zwei Zerfallungskorper eines nicht-konstanten Polynoms f &€ K[X] sind

Beweis: Seien L1 O K und L, D K zwei Zerfallungskorper von f. Wende einfach Satz 3.23 an mit 0 = Idx. B

Aufgabe 21 (Aufgabe 21, Blatt 6)

Ableitung D : K[X] — K[X], f — D(f) = f’ (auch Derivation gennant). Dann gelten:

mehrfachen Nullstellen in L.

(it) Ist f irreduzibel und D(f) # 0, so hat f keine mehrfachen Nullstellen in L.

Aufgabe 29 (Aufgabe 29)

[L: K] lsomorphismen L : L1 — L mit |k, = 0.

lichkeiten fiir die Konstruktion von £ im Beweis von Satz 3.23 gibt.

5.4 Die endlichen Korper
Bemerkung 3.25
Ist K ein endlicher Korper, so gibt es eine Primzahl p € P und ein n € N mit |K| = p".

Beweis: |K| < oo = Primkérper von K ist IF,, fiir eine Primzahl p € P nach Beispiel 18(c) (da |Q| = o).
Also ist K ein F,-Vektorraum endlicher Dimension, etwa n € N = |K| = [F,|" = p".

Anmerkung 3.26 (Frobenius-Homomorphismus)

Dieser heilt Frobenius-Homomorphismus.

F ist tatsachlich ein Ring-Homomorphismus, denn V x, y € K:

-F(lk) =1 v

- Flxy) = (xy)P = xPyP = F(x)F(y) v ,
ik y) = (k) =30 (AP =0 404+ 04 P, da p | (7) = HEEREEE

Y]

Seien L/K eine Korpererweiterung und f € K[X] mit deg(f) > 1. Betrachte die gewéhnliche

(i) Haben f und D(f) keinen gemeinsamen nicht-konstanten Teiler in K[X], so hat f keine

Mit der Notation von Satz 3.23: Hat f; in Ly keine mehrfachen Nullstellen, so gibt es mindestens

Losungsvorschlag: Mit dem Gradmultiplikationssatz sieht man, dass es mindestens [L : K] Mdg-

Fiir ein Korper K der Charakteristik p > 0 ist F : K — K, x — x” ein Endomorphismus von K.
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Iﬂgi<p.\/

S_atz 3.27

Seien p eine Primzahl und n € N eine natiirliche Zahl. Dann existiert bis auf Isomorphie genau
ein endlicher Korper F; mit ¢ = p" Elementen, namlich der Zerfallungskorper des Polynoms
X1 —X e F,[X].

Beweis:

- Existenz: Sei L ein Zerfallungskérper von f := X9 — X € F,[X]. Dann ist f = [|L,(X — &) € L[X],
also of = a; (1 <i<q).
Setze K:={o;|1<i<q}CL
Behauptung 1: K ist ein Korper.

Ist aj # 0, so ist fiir alle 1 < i < q (o - a;—'1)q =a/ -(}’/»iq =q;- af/i1 = - 0(;—'1 € K, und

(o % )7 = (Flai = o))" = (F(ai) & F(a))”" = (af £ )" = = o ol =i = 0j =
a*a €K

= K ist ein Teilkérper von L, also insbesondere ein Korper. #
Aber [ = Fp(ay,...,a¢) €K, daF, CKund oy,..., 04 € K, also ist K = L.

Behauptung 2: Die Elemente oy, ..., ag sind alle verschieden.

Wegen D(f) = —1 # 0 hat f keine mehrfachen Nullstellen. (Siehe Aufgabe 21, Blatt 6). Also
enthélt K genau p" Elemente. #

- Eindeutigkeit: Sei M ein weiterer Kérper mit [M| = q. Dann ist F, der Primkorper von M. Nun ist
|IM*| = g—1, also gilt nach dem Satz von Lagrange y9~' = 1, und damit y9 = y, fiir alle y € M*.
Also ist jedes y € M eine Nullstelle von f = X7 — X € F,[X]. Da f hochstens g Nullstellen hat,
ist M ein Zerfallungskérper von f = M = [ nach Folgerung 3.24.

Setze also Iy := L. [ ]

Aufgabe 23 (Aufgabe 23, Blatt 6)
Mit der Notation von Satz 3.27 ist Aut(F4/F,) = (F) zyklisch der Ordnung n.

6 Galoistheorie

In diesem Abschnitt ist L/K stets eine Korpererweiterung und G := Aut(L/K).

Wir setzen von nun an stets [L: K| < oo.‘

Also ist L/K algebraisch nach Bemerkung 3.6 und es gilt auch |G| < oo nach Lemma 3.15.

6.1 Galois-Erweiterungen

Definition 3.28 (Galois-Erweiterung, Galoisgruppe)

Ist |G| =[L: K], so heift L/K eine Galois-Erweiterung.
In diesem Fall heikt Gal(L/K) := Aut(L/K) die Galoisgruppe von L/K.
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Beispiel 21

(a) C/R ist eine Galois-Erweiterung vom Grad 2, da C = R[i] und Aut(C/R) = {ldc, o}, wobei
0:C—C,i— —i.

(b) Sei K = Q und L := Q(v/2) C R. Dann ist L/K keine Galois-Erweiterung, da Aut(L/K) =
{ld.}.
Denn: v/2 ist eine Nullstelle von f = X3 — 2 und jedes o € Aut(L/K) bildet V2 auf eine
weitere Nullstelle von f in L ab. Aber f hat noch 2 weitere konjugiert-komplexe Nullstellen
(d.h. in einem Zerfallungskérper), die nicht in L liegen. Also muss o(v/2) = v/2 sein und
damit ist 0 = Id; fiir alle ¢ € Aut(L/K).

(c) Sei L = Iy ein endlicher Kérper mit ¢ = p" Elementen. Dann ist L/F, eine Galois-
Erweiterung, da [L : ;] = n nach Satz 3.27 und |Aut(L/K)| = n nach Aufgabe 23, Blatt 6.

Wir méchten jetzt dquivalente Charakterisierungen der Galois-Erweiterungen finden.
Dafiir untersuchen wir erst die Operation von G auf L durch o.y = o(y) fiir alle 0 € G und fiir alle
y € L. (Siehe §5.2.) Schreibe O, fiir die Bahn von y € L unter dieser Operation.

Lemma 3.29

Sei y € L und p, € K[X] das Minimalpolynom von y iiber K. Dann ist |O,| < oo und py(x) =0
fiir alle x € Oy. Insbesondere qilt [L : K] > [K(y) : K] = deg(uy,) > |O,].

Beweis: Wegen |G| < oo ist auch |Oy| = |G : G| < oo (Bahnbilanzgleichung!). Nach Anmerkung 3.13
gilt py(a(y)) = a(uy(y)) = a(0) = 0 fiir alle 0 € G, also ist p,(x) = 0 fiir alle x € O, (da x = o(y) fir
ein 0 € G). Damit ist [K(y) : K] = deg(y,) > |0, |

Aufgabe 22 (Aufgabe 22, Blatt 6)

Seien My, ..., M, (n € N) Zwischenkorper einer Erweiterung L/K (also LD M; D KV 1< i< n).
Gilt L = J]_4 M, so existiert ein i mit L = M;.

Bemerkung 3.30

Es qilt |G| <[L: K] und es gibt ein Element ap € L mit Go, = {Id.}. Ist auBerdem |G| =[L : K],
so ist L = K(ap).

Beweis: Ist G = {ld;}, so sind die Aussagen klar. Also nehmen wir an, dass G # {ld,} ist. Fir 0 € G
setzen wir M, := {y € L | a(y) = y}. Offensichtlich ist M, ein Teilkérper von L, der K enthalt. Ferner
ist 0 # 1d;, so ist My, C L. Da G # {ld,} ist, so ist K € L. Es folgt:

L# |J M, (siehe Aufgabe 24)
oeG\{ld;}

Es gibt also ein ap € L mit g(ao) # oo fiir alle 0 € G\ {Id;}, d.h. G4, = {Id;} und damit hat die Bahn
Og, von ap nach der Bahnbilanzgleichung genau |G| Elemente. Nach Lemma 3.29 ist also

L2 K] 2 [K(ao) : K] = deq(pe) > [Oa) = 1.

Ist schlieBlich |G| =[L: K], so muss [L : K] =[K(a) : K] sein und damit ist L = K(ap). |
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Satz 3.31 (Charakterisierung der Galois-Erweiterungen)

Sei L/K eine Korpererweiterung mit [L : K] < oo und G := Aut(L/K). Dann sind aquivalent:
(@) L/K ist eine Galois-Erweiterung.

(b) Es gibt ein ap € L mit L = K(ap) und so, dass das Minimalpolynom o, € K[X] iiber L in
Linearfaktoren zerfallt und keine mehrfachen Nullstellen in L hat.

(c) L ist der Zerfallungskorper eines nicht-konstanten Polynoms f € K[X], welches keine mehr-
fachen Nullstellen in L hat.

(d) Esqgit K={y e L|o(y)=y Vo€ G}.

Beweis:
(b) = (c): Setze einfach f := pg,. v/
(@) = (b): Sei ap wie in Bemerkung 3.30, also ist insbesondere Gg, = {ld;}, so dass
Oay| = |G1/|Goo| = |GI/1 = |G

nach der Bahnbilanzgleichung gilt. Wegen L = K(aqp) ist dequq, = [L : K]. Aber [L : K] = |G],
da L/K eine Galois-Erweiterung ist. Also gilt deg g, = |Og,|- Nun sind nach Lemma 3.29 die
Elemente von O Nullstellen von pg,. Daraus folgt:

e = [ | (X=1y)

y€0q,

(c) = (a): Sei L wie in (c). Dann gibt es mindestens [L : K] Isomorphismen L : L — L mit X|¢ = ldg
nach Konstruktion von ¥ in Satz 3.23. (Siehe auch Aufgabe 29 .) Alle diese X sind Elemente von
G, so dass |G| > |L : K| ist. Nach Bemerkung 3.30 ist auch |G| < |L: K|, also ist |G|=]|L : K].

(@) = (d): SetM:={yel|oly)=yYoe G} Dannist M C L ein Teilkérper und nach Definition
von G ist K C M; auBerdem ist offensichtlich G = Aut(L/M). Mit Bemerkung 3.30 erhalten wir:
|G| = |Aut(L/M)| < [L: M]<[L: K]
Aber |G| = [L : K] nach Voraussetzung, also muss tiberall Gleichheit gelten, also ist [L : M]=[L : K]
und damit muss M = K sein.
(d) = (c): Schreibe L = K(aq,..., ) mit o € L fir alle 1 < i < r (r € N). (Moglich da L/K
algebraisch istl) Setze
0:=| )0, ={o(@)|1<i<r0o€eC},
i=1
O] =:mund O =:{y1,...,yn}. Also gilt fir alle 0 € G:
{o(yr). - olym)} = {y1,-- ym}
Nun sei f:= [, (X — y;) € L[X]. Fiir o € G ist dann

m m

an=[|X-ow)=[]X-y)=".

i=1 i=1

Mit Voraussetzung (d) folgt also f € K[X], und L ist ein Zerfallungskarper von f. AuBerdem hat f
keine mehrfachen Nullstellen nach Konstruktion. m
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Anmerkung 3.32 (primitives Element)

Falls L = K(a) gilt, so heilt das Element o € L primitives Element der Erweiterung L/K.

Satz 3.31 zeigt, dass ein primitives Element in einer Galois-Erweiterung stets existiert, namlich
das Element o in Teil (b).

Folgerung 3.33 (Aufgabe 26, Blatt 7)
Sei K ein Korper mit Char(K) = 0. Dann gilt:

(a) Ist f € K[X] nicht-konstant und L D K ein Zerfallungskarper von f, so ist L/K eine Galois-
Erweiterung.

(b) Set M/K eine endliche Korpererweiterung. Dann gibt es einen Kérper L mit L D M, so dass
L/K eine Galois-Erweiterung ist.

Beweis: (Losungsvorschlag.)

(a) Weil K[X] als euklidischer Ring ein ZPE-Ring ist, gibt es nicht-konstante paarweise teilerfremde
irreduzible Polynome fi,...,f, € K[X] und Vielfachheiten nq,...,n, > 1 mit f = £ - /.
Nach Aufgabe 21(b) haben alle f; nur einfache Nullstellen in L, denn wegen char(K) = 0 ver-
schwinden die formalen Ableitungen nicht-konstanter Polynome nicht.

Weil die f; paarweise teilerfremd sind, hat also auch das Polynom f := f; ---f, € K[X] nur einfa-
che Nullstellen in L, denn fiir eine gemeinsame Nullstelle a € L von f; und f; fiir i # j wére sonst
(X — a) ein gemeinsamer Teiler von f; und f; von positivem Grad.

Weil die Nullstellen von f in L genau die Nullstellen von f in L sind, ist L auch ein Zerfallungs-
korper des nicht-konstanten Polynoms f € K[X], das in L keine mehrfachen Nullstellen hat. Damit
folgt die Behauptung aus Satz 3.31.

(b) Sei {b1,...,b,} eine K-Basis von M und sei L der Zerfallungskérper des Polynoms
[ 1w € KIXI,
i=1

wobei pp,, das Minimalpolynom von b; iiber K ist. Dann ist L/K nach Teil (a) eine Galois-
Erweiterung. m

6.2 Der Hauptsatz der Galoistheorie

(Erinnerung: in diesem Abschnitt ist L/K stets eine endliche Korpererweiterung.)

Definition 3.34 (Fixkorper)

Sei H C Aut(K). Dann heift K" := {a € K | o(a) = a Vo € H} Fixkérper von H. (Dies ist
offensichtlich ein Teilkérper von K.)

Anmerkung 3.35
Fir eine Galois-Erweiterung L/K mit Galoisgruppe Gal(L/K) gilt
K — | GalL/K)

nach Satz 3.31(d).
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Wir nehmen nun an, dass L/K eine Galois-Erweiterung ist. Sei
M(L/K) := {Zwischenkérper M | L D M D K}

und
H(L/IK) := {H < Gal(L/K)}.

Hiermit kénnen wir ein Hauptresultat dieser Vorlesung beweisen:

Satz 3.36 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Sei L/K eine Galois-Erweiterung und G := Gal(L/K).

(@) Fir M € M(L/K) ist die Erweiterung L/M ebenfalls eine Galois-Erweiterung.

o € G gilt. In diesem Fall ist Gal(L/M) < G und Gal(M/K) = G/Gal(L/M).
(c) Die Abbildung

W M(LIK) —s H(LIK)
M —  Gal(L/M)

ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung

o: H(LIK) — M(L/IK)
H —  LH

Diese Bijektion heilt Galoiskorrespondenz.

(d) (i) Fir M € M(L/K) gelten: [L : M] = |Gal(L/M)| und [M : K] = |G : Gal(L/M)|.
(i) Fir H € H(L, K) gelten: [L: 7] = |H| und [L" : K] = |G : H|.

(e) Die Galoiskorrespondenz kehrt die Inklusionsordnung um:
H; < H, Elemente von H(L/K) = LM 2> M

My C M, Elemente von M(L/K) = Gal(L/My) > Gal(L/Mb)

Beweis: (a) Nach Satz 3.31(c) ist L der Zerfallungskorper eines nicht-konstanten Polynoms f € K[X],
das keine mehrfachen Nullstellen in L hat. Dann ist L auch der Zerféllungskorper von f € M[X].
Jetzt folgt aus Satz 3.31(c), dass L/M eine Galois-Erweiterung ist.

(b) '=": M/K Galois-Erweiterung = nach Satz 3.31(b) Jap € M mit M = K(a) und so, dass M
der Zerfallungskérper von pg, € K[X] ist. Nun muss g(M) C M fiir alle ¢ € G sein, da
olk = ldg und g(aqp) ist wieder eine Nullstelle von pg,, also ist o(ag) € M.

' M) C MY o e G = g|y ist ein Automorphismus von M und (g|u)|k = 0|k = ldk. Damit
ist
9o G —  Aut(M/K)
g = Oum
ein Gruppenhomomorphismus, da ¢(go 1) = (00 T)|m = g|mo Tl = @(0) o p(T) V 0, T € G.
Es gilt
ker(p) = {0 € G | o|y = Idy} = Gal(L/M). (%)

(b) Sei M € M(L/K). Genau dann ist M/K eine Galois-Erweiterung, wenn a(M) C M fiir alle



Kurzskript: Einfiihrung in die Algebra

Mit dem Homomorphiesatz (fir Gruppen) folgt
G/Gal(L/M) = ¢(G) < Aut(M[K). (%)

Aber L/K und L/M sind Galois-Erweiterungen (siehe (a)), also sind [L : K] = |G| und
[L: M]=|Gal(L/M)|. Aus dem Gradmultiplikationssatz folgt:

M K) = (0 = it = G < Atk

Aber mit Bemerkung 3.30 gilt auch |[Aut(M/K)| < [M : K]. Damit ist [Aut(M/K)| = [M : K],

so dass M/K eine Galois-Erweiterung ist.
Insbesondere: (x) = Gal(L/M) < G (da ein Kern), und

(x+) = Gal(M/K) = G/Gal(L/M), da die Gleichheit ¢(G) = Aut(M/K) jetzt gilt.

Es folgt aus (a), dass die Abbildung W wohl-definiert ist, da L/M tatsachlich eine Galois-
Erweiterung ist, und somit ist Gal(L/M) = Aut(L/M) eine Untergruppe von Gal(L/K) ist.
Behauptung 1: ¢ ist injektiv.
Beweis: Seien M, M’ € M(L/K) mit Y(M) = W(M'), d.h. Gal(L/M) = Gal(L/M’). Damit folgt aus
Anmerkung 3.35 (zweimal angewendet), dass

M = [GallLIM) — j GalLiM) — pgr

Behauptung 2: ¢ ist surjektiv.

Beweis: Sei H < G. Dann ist L" € M(L/K) nach Definition.

Zu zeigen: H = W(L") = Gal(L/L").

Die Inklusion H C Gal(L/L") ist klar nach Definition von L". Fiir die andere Inklusion: nach (a)
gilt [L : L") = |Gal(L/L")| > |H| (dank der 1. Inklusion).

Es geniigt also zu zeigen, dass [L : L] < |H| gilt. Dazu sei ap € L wie in Bemerkung 3.30, d.h.
Gal(L/K)y = {Id;} und L = K(ap). Dann gelten auch Hy, = {Id;} und L = L"(ay).

Also hat die Bahn O, = {o(a) | ¢ € H} genau |H| Elemente nach der Bahnbilanzgleichung.

Sei
g:=[]X=-y) ex].
y€0qy,

Weil 0(O4) = O, fiir alle 0 € H ist, gilt 3(g) = g fiir alle 0 € H, also ist g € L"[X]. Aber jetzt
muss das Minimalpolynom von o ein Teiler von g sein, also gilt

(L2 1Y) = [L"(c0) : L") < deg(g) = O] = |H],

wie verlangt. #
SchlieBlich ist ¢ die Umkehrabbildung von W nach obiger Konstruktion.

In Behauptung 2 wurde gezeigt: fiir H < Gal(L/K) ist [L : L"] = |H|. Aus dem Gradmultiplikati-
onssatz folgt:
[L:K] ]G]
=+—=|G:H|.
[L:LH]  |H] | |

(L7 K] =

= Aussage (ii) gilt.

Aussage (i) folgt jetzt direkt aus der Galoiskorrespondenz: Fiir M € M(L/K) existiert H < G mit
M = &(H) = LH und H = $(M) = Gal(L/M). Also ist [L : M] = [L : LH] = |H| = |Gal(L/M)| und
M:K]=[L":K]=1|G: H| =G : Gal(L/M)| nach dem 1. Teil.

Erst i < H, = "2 ={ael|g(a)=aVoe H} C{aeLl|d(@)=aVoe H}=L".
Nun My CM, = Voe Gal(L/MZ) gil'[ U|/\/]1 = (U|Mz)|/\/l1 = |d/\/12|/\/11 = |dM1, also 0 € Gal(L//Vh),
und damit ist Gal(L/My) < Gal(L/M).

52
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Beispiel 22
Siehe BeamerWoche13.pdf .

Losungsvorschlag fiir Aufgabe 27, Blatt 7:
Voraussetzung: w := exp(z’“) L:=Q(V2 w), 0,7 € Aut(L/Q) mit

o: \3/5»—”1)\3/5, W W

und

T: \3f2+—>\3f2 W w2,

Behauptung: L/Q ist Galois-Erweiterung, G := Gal(L/Q) = (o, T) = S3 und die Untergruppen
von G und die Zwischenkdrper von L/Q entsprechen sich wie folgt:

Untergruppen:
G
/
{ldL, T} {|dL, TU} {|dL,
5 5 2 /{IdL,a a?
{ld.}
Zwischenkorper:

L

\
. ; 2 Qlw]
QV2] Qlwv2] @wm/
3
N 3

Beweis: Das Polynom X3 — 2 € Q[X] ist nach dem Eisensteinkriterium irreduzibel und somit das
Minimalpolynom von v/2 iiber Q. Wegen Q[v2] CR % wund w? + w+1 = <=1 71 = 0ist X2+ X +1

das Minimalpolynom von w iiber Q[v/2].
Also ist

[L:Q]=[L:Q[V2]-[Q[V2]:Q]=2-3=6.

Weil X3 — 2 iiber L, aber nicht Q[\ﬁ] in Linearfaktoren zerfallt, muss L der Zerfallungskérper von
X3 — 2 iiber Q sein. Also ist L/Q eine Galois-Erweiterung und somit |G| = [L : Q] = 6.
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Nach Aufgabe 24 erhalt man von der Operation von G auf den dret Nullstellen V2, wv?2 und
w?V/2 einen injektiven Gruppenhomomorphismus G — S3. Aus Ordnungsgriinden ist dieser auch
surjektiv und damit G = S;.

Wegen o(g) = 3 und o(t) = 2 gilt auRerdem G = (0, 7).

Offensichtlich ist L{*) = Q[v/2]. Durch direktes Nachrechnen sieht man, dass oro~" = 7o und
0’t0~? = 10 gilt. Mit Aufgabe 25(a) folgt also

L<Tg'> _ LU<T>U — U(@[e/i]) = Q[w\ﬁ]

und

L = 10 = Q) = QYL
Weil L& = Q und L9} = [ Kklar sind, bleibt nur noch L{?) = Q[w].

Aufgabe 25 (Aufgabe 25, Blatt 7)
Sei L/K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galoisgruppe G := Gal(L/K). Sei H < G.

(a) Fiir alle o € G ist o(LH) = LoHo™",
(b) H<Q G < LMK ist eine Galois-Erweiterung.
Losungsvorschlag:

(@) Firaelist
ac [oHo™!
— (cho')a)=aVheH
& (hoYa)=0Ya)VheH
= a e o(LM).

(b)  Wir schreiben M := L". Nach Satz 3.36(c) ist dann H = Gal(L/M). Ist M/K eine Galois-
Erweiterung, dann folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.36(b). Sei nun umgekehrt H < G
und sei 0 € G beliebig. Dann ist 0™'"Ho C H, also LH C Lo'H9. Nach Teil (a) ist dies
gleichbedeutend mit M C o~ '(M), was aquivalent zu o(M) C M ist. Weil ¢ beliebig war,
folgt die Behauptung aus Satz 3.36(b).

6.3 Der Hauptsatz der Algebra

Wir kénnen jetzt ein zweites Hauptresultat dieser Vorlesung beweisen: namlich der Hauptsatz der Al-
gebra. Es gibt fiir diesen Satz mehrere bekannte Beweise, die verschiedene Bereiche der Mathematik
nutzen, sowie z.B. komplexe Analysis. Der Beweis, der hier prasentiert wird, nutzt den Hauptsatz der
Galoistheorie und den Existenzsatz von Sylowuntergruppen.

Ab jetzt bedeutet ein Querstrich komplexe Konjugation.

Anmerkung 3.37

Wir werden die zwei folgenden wohl-bekannten Tatsachen nutzen:
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(i) Jedes nicht-konstantes Polynom f € R[X]\ {0} von ungeradem Grad hat eine Nullstelle
in R.

[Denn: O.B.d.A. ist f normiert, also da deg(f) ungerade ist, ist limy_ o, f(x) = +00, lim,_,_o f(x) = —o0. Nach

dem Zwischenwertsatz der Analysis muss es also ein xp € R geben mit f(xg) = 0.]

(ii) Jedes z = a + bi € C hat eine Quadratwurzel: namlich

2
z= (\/;(\/az—i—bz+a)ii\/;(\/az+b2—a)) ,

wobei das + Vorzeichen so gewahlt wird, dass =b > 0 qilt. (Einfach nachrechnen.)

Satz 3.38 (Hauptsatz der Algebra)
Jedes nicht-konstante Polynom f € C[X]\ {0} zerféllt in Linearfaktoren iiber C.

[Man sagt dafiir auch, dass C algebraisch abgeschlossen ist.]

Beweis: Sei f € C[X] ein Polynom mit deg(f) > 1. Sei also L D C der Zerfallungskorper von ff € R[X].
Zu zeigen: L = C.
(Denn: damit zerfallt ff in Linearfaktoren iiber C nach Definition 3.17(i), also zerfallt f auch in Line-
arfaktoren iiber C, da f | ff.) Dafiir sei g := (X?>+1)ff € R[X]. Klar: L ist auch der Zerfallungskérper
von g. Nach Folgerung 3.33 ist L/R eine Galois-Erweiterung. Sei also G := Gal(L/R) und schreibe
|G| :=2"-m mit n >0 und m € N ungerade.
Nach Konstruktion ist n > 1, denn (X? + 1)|g und es gibt einen Automorphismus ¢ : [ —> [ mit
o(i) = —i und o ist die ldentitat auf den anderen Nullstellen von g, also hat o € Gal(L/R) Ordnung 2.
(Siehe Satz 3.23.)
Sei also P € Syl,(G). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie existiert ein Zwischenkdrper R C M C L
mit P = Gal(L/M), [L: M]=|P|und [M:R]=|G: P| = m.

L G = Gal(L/R)
[L:M]=|P|=2" |G:P|=m
M — P = Gal(L/M)

(M:R}=m |P-{1}|=|PI=2"
R {1} = Gal(L/L)

Behauptung 1: M =R.
Beweis: Sei a € M beliebig und y, € R[X] das Minimalpolynom von «a tiber R. Mit dem Gradmultipli-
kationssatz folgt

deg e =[R(a) :R]|[M:R]=m,
also ist deqg y, ungerade. Wegen Anmerkung 3.37(i) muss p, eine Nullstelle in R haben. Aber p, ist
irreduzibel nach Definition, also folgt daraus, dass degp, = 1 ist, also ist [R(a) : R] = 1 und damit ist
R(a) =R, also o € R. Aber dies gilt fiir alle o € R, also muss M = R sein. #
Aus Behauptung 1 folgt 1 =[M:R]=m = |G : P|, also ist |G| = 2".
Jetzt folgt auch aus dem Hauptsatz der Galoistehorie, Teil (a), dass L/C auch eine Galois-Erweiterung
ist, so dass [L : C] = |H| ist, wobei H := Gal(L/C) ist. Nun ist C = R(i), wobei [R(i) : R] = 2 ist, da
i € C\ R eine Nullstelle von X2 + 1 ist, also gilt

2" =|G|=[L:R]=[L:C]-[C:R]=[L:C]-[R(i): R] = |H]| - 2



Kurzskript: Einfiihrung in die Algebra 56

= |H| =2""".
Behauptung 2: n = 1.
Beweis: Wir nehmen an, dass n > 1 ware = |H| = 2"~" > 2 = es gibt eine Untergruppe U < H

mit Index 2 [diese Aussage folgt aus Satz 1.35 da H eine 2-Gruppe ist und somit auflésbar nach

Beispiel 8(b)]. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie korrespondiert zu U ein Zwischenkérper M’ €
M(L/C) mit U = Gal(L/M'), [L: M]=|U|und [M':C]=|H:U|=2

L H = Gal(L/C)
[LM)=|U|=2"-2 |H:U|=2
M’ — U = Gal(L/M)

[M:Cl=2 |U:{1}=|Uj=27-2
C {1} = Gal(L/L)

Nach Aufgabe 20, Blatt 5 gibt es nun ein Element a € M’\ C mit z := a® € C und M’ = C[a]. Anders

gesagt: a ist eine Quadratwurzel von z € C, also folgt mit Anmerkung 3.37(ii) @ € C, so dass M’ = C
und [M’" : C] = 1. Widerspruch! #

Aus Behauptung 2 folgt [L: R] = |G| = 2" = 2" = 2. Dann ist
2=[L:R]=[L:C]-[C:R]=[L:C]-2

und damit ist [L : C] =1, also ist L = C, wie behauptet.

7 Konstruktionsaufgaben aus der Antike
In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass jeder betrachtete Korper ein Kérper der Charakteristik O ist.

7.1 Radikalerweiterungen
Definition 3.39
Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann heit L/K

(a) einfache Radikalerweiterung, wenn es ein a € L und ein n € N gibt, so dass L = K(a) und
a eine Nullstelle von X" — ¢ € K[X] ist. Wenn n minimal mit dieser Eigenschaft ist, heift
L/K auch einfache n-Radikalerweiterung.

(b) Radikalerweiterung, wenn es eine Kette von Zwischenkdrpern
K=KhcKycCc---CcKs=1L

gibt, so dass K;/Ki_1 fir 1 < i < s einfache Radikalerweiterungen sind. Ist jede diese Erwei-
terungen eine einfache n-Radikalerweiterungen, so heit L/K eine n-Radikalerweiterung.

Beispiel 23

(a) Q(V2)/Q ist eine einfache 2-Radikalerweiterung.
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(b) Q(V2, V1 + V2)/Q ist eine Radikalerweiterung, da
QCQV2) cQV2,V1+V2)
ist, wobei Q(v/2)/Q eine einfache 2-Radikalerweiterung ist, und Q(v/2, V1 + v2)/Q(v/2)

eine einfache 3-Radikalerweiterung ist.

(c) Dagegen ist Q(v2,V/1 4 v/2)/Q eine 2-Radikalerweiterung.

Lemma 3.40

Sei L/K eine 2-Radikalerweiterung und a € L, dann existieren m, ¢ € N mit

[L:K]=2"und [K(a): K]=2".

Beweis: Weil L/K eine 2-Radikalerweiterung ist, gibt es eine Kette von Zwischenkéorpern
K=KycKiycCc---CcKs=1L,

wobel [K; : Ki—1] =2V 1 < i < s ist. Mit dem Gradmultiplikationssatz folgt [L : K] = 2" fir ein m € N
und daraus 2" =[L: K] =[L: K(a)]-[K(a) : K] = 2"=¢ . 2 fiir ein £ € N. |

7.2 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt stellen wir uns eine komplexe Zahl z = x + yi € C als Punkt (x, y) € R? vor. Sei
M C C eine Teilmenge mit mindestens zwei Elementen; oBdA nehmen wir an, dass 0,1 € M qilt.
Dann sei:

Ge(M) := Menge der Geraden, die durch 2 verschiedene Punkte von M gehen.
Kr(M) := Menge der Kreise, deren Mittelpunkt in M liegt und deren Radius
gleich dem Abstand zweier Punkte M ist.

Definition 3.41

Ein Element z € C ist aus M konstruierbar mit Zirkel und Lineal (oder einfach konstruierbar),
wenn z sich durch endlich viele (wiederholte) Anwendungen von den folgenden Elementaropera-
tionen ausgehend von Punkten in M kontuieren l&sst:

(1) Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden aus Ge(M);
(2) Schnittpunkt einer Geraden aus Ge(M) mit einem Kreis aus Kr(M);
(3) Schnittpunkt zweier verschiedener Kreise aus Kr(M).

Sei K(M) := {z € C| z ist aus M konstruierbar mit Zirkel und Lineal}

Bemerkung 3.42

Die Menge K(M) ist ein Teilkérper von C mit (M) = (M), und fir z € K(M) ist auch
Vz e M.
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Beweis: Seien z, w € K(M) mit z # 0. Zu zeigen ist:
724w, -2,z w7z Vz e KM)

Dies zeigt man einfach durch geometrische Konstruktion unter Verwendung von einfachen geometrischen
Satzen.

- Addition: Liegen z und w auf derselben Geraden durch 0, so ist z + w einer der Schnittpunkte des
Kreises um z mit Radius |w — 0| mit der Geraden durch 0 und z. Sind die beiden hingegen R-linear
unabhangig, so ist z + w einer der Schnittpunkte der Kreise um z mit Radius |w — 0] und um w mit
Radius |z — 0]

In jedem der Falle ist z 4+ w € C(M).

- Nun ist —z Schnittpunkt der Geraden durch 0 und z mit dem Kreis um 0 und mit Radius |z — 0|, also
ist —z € IC(M).

- Betrag und komplexe Konjugation: Mit Zirkel und Lineal konnen wir den Betrag |z| und das komplex
Konjugierte von z konstruieren und erhalten so |z|,Z € K(M). Dazu spiegeln wir z an der Geraden
durch 0 und 1 und erhalten Z als das Spiegelbild und |z| als den Schnittpunkt des Kreises um 0 mit
Radius |z —0|.

- Multiplikation: Wir stellen beide Zahlen in Polarkoordinaten z = se? und w = re’# dar. Um nun das
Produkt z7'w = ée"(qo — i) zu konstruieren, miissen wir also die Betrdge der beiden Zahlen —z und
w multiplizieren und die Winkel addieren. Dazu nutzen wir den Strahlensatz und erhalten:

S T

- Quadratwurzel: Ubung: Verwende den Héhensatz. |

Satz 3.43

Sei {0,1} € M C C gegeben. Ein Punkt z € C ist genau dann mit Zirkel und Lineal aus Punkten
von M konstruierbar, wenn z in einer 2-Radikalerweiterung von Q(M U M) liegt.
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Beweis:
'¢=" Sei z € C in einer 2-Radikalerweiterung K; von Q(M U M) enthalten. Dann gibt es eine Kette
QMUM)=KyC Ky C---CKs,
wobel K;/Ki_1 einfache 2-Radikalerweiterungen sind, d.h. fir alle 1 < i <'s
K; = Kiq(ap)  mit o € Kiy .

Also gibt es fiir 1 < i < s ein B; € Ki_1 mit o; = v/B:. Folglich entsteht z € K durch sukzessive
Anwendung der vier Grundrechenarten und Wurzelziehen und ist deshalb nach Bemerkung 3.42
mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

‘=" Sei umgekehrt z € KC(M). Alle Punkte, die man durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal aus
M erhalt, sind Losungen von linearen oder quadratischen Gleichungen, und diese liegen nach
Induktion in 2-Radikalerweiterungen von Q(M U M). u

7.3 Unlosbare Konstruktionsaufgaben der Antike

Wir betrachten nun die verschiedenen klassischen Probleme aus der Antike, die in der 1. Vorlesung
eingefiihrt wurden.

Beispiel 24 (Quadratur des Kreises)

Problem: Ist die Konstruktion eines Quadrates mit dem Flacheninhalt (also s) eines gegebenen
Kreises mit Radius 1 mit Zirkel und Lineal (aus {0, 1}) moglich?
Behauptung: Die Quadratur des Kreises ist unmoglich.

Die Seitenldnge eines solchen Quadrates ware \/7; dann miisste also /7t konstruierbar, also auch
7t konstruierbar sein. Insbesondere ware 7t nach Satz 3.43 in einer 2-Radikalerweiterung enthalten,
und damit wéare [Q(r) : Q] = 2° fiir ein £ € N nach Lemma 3.40. Dies ist ein Widerspruch zum:

Satz von Lindemann (1882): it ist transzendent. (Ohne Beweis. Zu aufwandig fiir diese Vorlesung.)

Also ist die Quadratur des Kreises unmdglich.

Beispiel 25 (Verdopplung des Wiirfels)

Problem: Ist die Konstruktion eines Wiirfels mit doppeltem Volumen eines gegebenen Wiirfels mit
Zirkel und Lineal moglich?

Behauptung: Die Verdopplung des Wiirfels ist unmoglich.

Wiare die Verdopplung des Wiirfels moglich, dann wére in diesem Fall v/2 konstruierbar, also nach
Satz 3.43 in einer 2-Radikalerweiterung enthalten, d.h. es muss [Q(V/2) : Q] = 2¢ fiir ein £ € N
nach Lemma 3.40 gelten. Aber [Q(v/2) : Q] = 3; Widerspruch. Also ist die Verdopplung des Wiirfels

unmaoglich.

Beispiel 26 (Konstruktion eines regelmdbigen n-Ecks)

Problem: Fiir welche Zahl n € N ist ein regelmaRiges n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar?

2mi

Klar: Ein regelmaRiges n-Eck ist konstruierbar <= die primitive n-te Einheitswurzel {, := e ™
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ist konstruierbar.

D.h. wir betrachten oBdA, dass der Mittelpunkt unseres n-Eck 0 ist, und elner‘der Eckpunkte des
n-Ecks 1 ist. Offensichtlich geniigt es dann, den ersten weiteren Eckpunkt e zu konstruieren.
Satz 3.44

Sei n > 2. Ein regelmé&Riges n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
n=2%.py---p,ist, mit k > 0 und paarweise verschiedenen Fermat-Primzahlen p; = 2% 4+ 1.

Beweis (Sketch): Sei M := {0,1}. Nach Satz 3.43 ist ¢, konstruierbar genau dann wenn Q((,) eine
2-Radikalerweiterung von Q(M U M) = Q. Es nun gilt:

[Q(¢n) - Q] = |(Z/nZ)"|
und falls n = |_|j’.:1 p;"’ eine Primfaktorzerlegung von n ist, dann erhalten wir

r

(@inz)*| =[P (p; —1).

j=1

(Resultat aus der Vorlesung Elementare Zahlentheorie.) Aukerdem muss dies eine 2-Potenz nach
obigem Argument sein. Also: p; = 2 = m; kann beliebig sein; p; # 2= 0 < m; < 1,und p;—1 = 2%
falls m; = 1, d.h. alle p; # 2 miissen die Form p; = 2% + 1 haben. Nun: ist a; = u; - v, mit u;
ungerade, dann ist

20 41 =29V 41 = (29 + 1)(uw=D —2u=2 4 1)

keine Primzahl. Also: 2% + 1 Primzahl = a; = 29 fiir ein ¢; € N. [ |

Anmerkung: Fo = 3, Fy =5, F, = 17, [3 = 257, F4 = 65537 sind die einzigen bekannten
Fermatprimzahlen.

Folgerung 3.45

Ein regelmaRiges 7-Eck ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Beweis: Klar: 7 erfiillt nicht die Bedingung von Satz 3.44, also ist {7 nicht konstruierbar. |

Beispiel 27 (Dreiteilung des Winkels)

Problem: Gegeben sei ein Winkel a, also (sin(a), cos(a)) € R?. Ist $ konstruierbar?

Behauptung: Eine Winkeldreiteilung ist i.A. unméglich.

Betrachte zB. a = /3. Es qilt: § ist konstruierbar <= (43 ist konstruierbar. Aber dies ist
unmoglich nach Satz 3.44, da 18 = 2 - 32,

Ubung: Dagegen ist die Dreiteilung von s méglich, da (s konstruierbar ist.
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8 Auflosbarkeit von Polynomgleichungen

Definition 3.46

Sei K C C ein Korper. Ein nicht-konstantes Polynom f € K[X] heikt durch Radikale auflosbar,
wenn ein Zerfallungskorper L von f in einer Radikalerweiterung von K liegt.

Damit erhalten wir das folgende Auflosbarkeitskriterium fur Polynome:

Satz 3.47 (Galois)

Sei K C C ein Kérper. Sei f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom und sei L ein Zerfallungskorper
von f. Dann gilt:

f ist durch Radikale auflésbar <= Gal(L/K) ist auflosbar.

Folgerung 3.48

Uber einem Kérper K C C ist jedes nicht-konstantes Polynom vom Grad héchstens 4 durch
Radikale auflosbar.

Beweis: Sei L ein Zerfallungskorper von f. Dann operiert G := Gal(L/K) als Permutationsgruppe auf der
Menge der Nullstellen von f, so dass G < S, ist, wobei n := deq(f) (siehe Aufgabe 24, Blatt 6). Nach
Voraussetzung ist 2 < n <4 = G < S4. Nun ist Sy eine auflosbare Gruppe, da

{Id} < {I1d, (1 2)} < {Id, (1 2)(34), (1 3)(24),(1 H(23)} < As < S4

eine Kette von Untergruppen wie im Satz 1.35 ist. Aus Satz 3.47 folgt, dass f durch Radikale auflésbar
ist. |

Aber es gibt Polynome vom Grad > 5, die nicht durch Radikale auflésbar sind.

Bemerkung 3.49 (Abel-Ruffini)
Das Polynom f := X — 4X + 2 € Q[X] ist nicht durch Radikale auflésbar.

Beweis: Nach dem Eisensteinskriterium (mit p = 2) ist f irreduzibel iiber Z, also auch irreduzibel iiber
Q nach dem Satz von GauB (Teil (a)). Sei L ein Zerfallungskorper von f, und sei G := Gal(L/Q). Da
deg(f) = 5 ist, teilt 5 die Ordnung von G, also auch [L: Q].

Nun: man findet, dass f genau 3 reelle Nullstellen hat (verwende z.B. Sturmsche Ketten), also operiert
die komplexe Konjugation (€ Gal(L/Q)) als Transposition auf den 2 anderen Nullstellen von f. Daraus
folgt, dass G Transpositionen enthalt. Aber Ss hat keine echte Untergruppe mit durch 5 teilbarer
Ordnung, die Transpositionen enthélt, also muss G = Ss sein. Aber Ss ist nicht auflosbar (siehe
Bemerkung 1.36), und damit ist f nicht durch Radikale aufldsbar. ]
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